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Capítulo I 

Introducão 3 

Nesse traballio, clesej amos visualizar graficamente o comportamento de algoritmos 

de pontos interiores para prob1eina.s lineares. Os métodos de pontos interiores para 

problemas lineares sã.0 uma descoberta recente na área de otimiza.ção, os algoritmos 

resolvem problemas cle progran-ia~ã.~ 1inea;i. evoluindo no interior relativo do conjunto. 

A visua.1iza.çã.o gráfica de métodos de otimização vem sendo cada 

vez mais utilizacla por pescliiisaclores como uma ferramenta na elaboração de novos 

algoritmos e para. a.usiliar o pescpisa.dor a pensar em novas idéias. Os professores 

a utilizam cada. vez 1na.i~ para que os alunos entendam os métodos de otimização 

cle maneira mais clasa.. Até mesmo na matemá.tica pura, a visualização gráfica vem 

sendo cada vez mais a.ceita. como uma. ferrainenta auxiliar na pesquisa. 

Dentre os prob1eina.s de otimiza.ção, estaremos interessados num pro- 

blema, em pa.rticula.r, o problema de programação linear. Esse problema pode ser 

enunciado cla, seguinte forma : 

(P) minimizar cTx 
- 

sujeito a Ax = b 
x y o  

onde c E ?Rn, b E R"" E PXxn é u1na iria-triz de rank máximo e dimensão m x n, 

A regiao viável do probleina (ou seja, a região no espaço 3" na qual 

o conjunto de restrições é sa.tisfeito) será dacla por : 



Va.mos sempre si~por que S é limitado e com interior relativo não 

vazio dado por : 

S ' O = { x ~ % n I ~ x = b , s > ~ ) .  

O problema de programação linear foi solucioilado por Dantzig [4] 

que desenvolveu o método siinplex, que é o algoritino mais utilizado para a solução 

deste proldema ahcla. hoje. Apesar da. sua eficiência e elegância, o método simplex 

tem convergência esponencial no pior caao, o que foi demonstrado por Klee e Minty 

[a]. 

Em 1978, I<l-iachiyan [I9 , 201 desenvolveu o método dos elipsóides, 

que resolveu o problema. cle progra1naçã.o linear com convergência polinomial. Isto 

estimulou novos estudos na área, porém as implementações deste método revelaram- 

se extremamente ineficientes, o que reforçou ainda mais o método simplex. 

Somente em 1984, com a p~~blicação do algoritmo de I<armarl<ar [17] 

(ver capítulo 111), foi que se obteve um algoritmo que resolve o problema de pro- 

gramação linear com coinplesicla.c1e polinomial de maneira eficiente. O limite do 

número de iterações é O ( n L )  e do número de operações é de O(n3.5L), onde L é o 

tamanho da entra.cla cle cla.clos do problema (o total do número de bits utilizado na 

clescri ção c10 probleina.) . 

A pii1~lica.çã.o do algoritmo de Karinarkar iG,o foi revolucionária ape- 

nas pelo fa,to deste a.presentw coinplexiclade polinomial, mas também pelo fato de 

que esse a.lgoritmo evolui pelo interior c10 conjunto viável, enquanto que o método 

simplex evolui pela fronteira c10 coiljunto viável (precisamente nos vértices do con- 

junto viável). A partir cle I<armarlías, desenvolveu-se uma famiilia de algoritmos 

conhecida por métodos cle pontos i ~ z t e ~ i o r e s .  Pa,ra um número muito grande de 

variáveis, implementa.ções dos a.lgoritmos de pontos interiores obtiveram resultados 

excelentes - ver Acller e Monteiro [I]. 

A visua.liza.ção gráfica de algori tinos de pontos interiores é muito 

interessante, pois como os a.lgoritmos evoluem pelo interior do conjunto, os gráficos 

resultantes das trajetórias geradas por esses algoritinos ilustram muito bem o que 

acontece com os clifercntes métoclos. A figura 1.1 ilustra o que foi dito (observe a 



3 

evolução da trajetória do algoritmo no interior c10 conjunto). 

i- KARMARKAR 

Figiira I. 1 : Algori tino de I<armarkar 

A forinulação original c10 algoritmo de I<armarkar necessitava do 

chamado simples unitásio, e pastia. do princípio de que se conhecia o custo de uma 

solução ótima ou que se esistia um métoclo eficiente de se computar limitantes inferi- 

ores ("lower bouncls" ) para esse custo. Após vários estudos obtiveram-se algoritmos 

mais simples como o Afim Escala (ver capítulo 11) ou o algoritmo Afim de redução 

potencial, que s5.o variantes c10 algoritmo cle I<arinarkar. 

X4a.i~ t a d e ,  novos métoclos surgiram e ainda mais eficientes que o 

algoritmo de I<a.rinarkar, os cliama.clos métodos de trajetória central - ver capítulos 

IV) VI) VIL 



Atualmente ainda. se debate inui to sobre as vantagens dos algoritmos 

de pontos interiores sobre o inétoclo simplex, mas sem dúvida, com o renascimento 

dos algoritmos que trabd11a.m no interior do conjunto, a geometria do compor- 

tamento desses algoritinos além de ser interessante e intuitiva, proporciona novas 

idéias de como se clesenvolver algoritmos mais eficientes e que possam ser utiliza- 

dos para resolver outros probleinas como o problema de programação inteira e de 

programação i1ã.o-lineas. 

1.1 Formato dos problemas 

Vamos utilizar clois formatos especiais para o problema cle programação linear : 

0 O formato prinzal 11a.sea.clo em restrições de igualdade e em variáveis não- 

negativas, iiorinalmente conlieciclo também como formato padrão. O problema 

(P) definido anteriorinente representa um problema nesse formato. 

O formato rl.i~cr.1 que se baseia em restrições de desigualdade, ou seja, um prob- 

lema está no formato dual cluanclo este problema é da forma : 

(PD) minimizar cT x 
sujeito a Ax 5 b 

oiicle c E V, 2 E %" , A E gn n2 é uma matriz cle rank máximo e de dimensão 

771. x 72. A regi5.o viável para o problema (PD) será dada por : 

S =  {x E 3" 1 A2 5 b) .  

Vamos sempre supor que S é limitaclo e com interior relativo não vazio dado 

por : 

S0 = (2 E 8" I Ax < b).  

Como para a visualiza.ção gráfica, o formato dual é mais adequado, 

todos os algori tinos ser5.o cla.dos para probleinas nesse formato. 



1.2 Definições 

Definição 1.1 Dado u m  problema de programação linear n o  formato primal.Um 

vetor 12. E ?Rn é u m a  direçiio vicivel a partir de x E S se e somente se existe um 

a > O tal que x $ ah E S. 

Definição 1.2 Seja M E ?Rnan u m a  matr iz  de dimensão m x n, ALI qualquer. O 

seu conjunto imagem é dado por R(A4) = (A42 1 x E 9P) e o seu espaço nulo 

N(nq = (2 E I Aíx = o ) .  

... 
Todo vetor cl E 3" pode sei unicamente decomposto como d = cl,+dp, 

onde dp  E Ar(Af) e c&, E R(A/lT), j á que N(M) e R(A/lT) são espaços ortogonalmente 

complementares. cl, e cIp são as projeções de d no N(M) e no R(MT), respectiva- 

mente. A figura 1.2 ilustra o vetor custo c e a sua decomposiçã.~. 

Como o operador de projeção é linear, podemos representá-lo por 

uma matriz PAf ,  de inoclo que di, = PA4d O complemento ortogonal será dado por 

4 = j M d ,  onde l',l,r = I - Pnf. Se M é uina matriz de rank máximo (portanto, 

inversível) podemos cleliilir esplicitamente PfiI. Assim, temos que : 

Definição 1.3 A innti-iz de pmjeç io  PA4 no  espaço nulo de M é dada por : 

se A4 é u m a  matr iz  de m n k  mn'zimo. 

1.3 Resultado Importante 

Lema 1.1 Conside~-e o pi-oblema : 

minimizni- f (x) 
sujeito a Ax = b 

2 € T  

onde f : T I---+ ?R é clifereizcin'vel, A E ?Rmxn é u m a  matr iz  de dimensão m x n, 



Figura. 1.2: Decomposiçã.~ c10 vetos custo : c = clp + Ep 

U m a  condição necessh-ia para que x E T seja solução do pi-oblema 

acima é q u e  : 

P A V f ( x )  = 0,Ax = b 

onde PA é a m a t ~ i z  de projeçno sobre N ( A )  definida como n a  definição 1.3. 

1.4 Regras de tradução do formato prima1 para 
o formato dual 

A partir c10 problema (PD), podemos a.cliciona.r vaxiáveis de folga z obtendo assim 

restrições cle igua.lcla.de. O problema resulta.iite pode ser simplificado chegando-se à 



foi-mulaçiio pi-imal correspondente ao probleina (PD), ou seja : 

(PP) miniinizar ~~z - c0 
- 

sujeitoa A z = b  
z > o  

- 

onde E, z E gm, 1) E X T ,  A E X T X m  é uma matriz r x m, m 2 r.  A é uma matriz de 

rank máximo. Essa tra;ilsforma.çã.o foi feita em Goilzaga [ll], e listamos a seguir os 

principais result aclos. 

A va.riAve1 de folga z é c1a.cla por 

e o conjunto cle variáveis de folga. .F é dado por : 

F = { z  E X+ I An: + z = b, para algum z E S). 

Os result,a.clos obticlos sã.0 os seguintes : 

Lema 1.2 Os espaços ridos e as projeções slio relacionados por : 

R(A) = n/(A) = ~ / ( P ~ T ) L ~ / ( A ~ )  

+ P A T  = I 

Lema 1.3 Direções v i h e i s  eq.iiivn1entes h, e h, em S e .F respectivamente são rela- 

cionadas por : 

h, = -Ah, 

h, = - ( A A ~ ) - ~ A ~ I L ,  

Lema 1.4 A direç60 hd em S correspoizclente à projeção de u m  vetor cl E 32" em 

N ( Ã )  é dncla por : 

T - 1 ~ T d  hd = -(AA ) 

E m  pa~*ticulai; as direções em S correspondeiztes ao custo projetado E, e o vetor 

e = [l . . . 1IT projetado ep  no espaço nulo de A siio dadas por : 
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T~ - * ~ ~ e .  de = - ( A  ) (1.2) 

Todas as clireções utilizadas nos  algoritmos são combinações lineares dessas direções. 

Lema 1.5 O s  resultndos dos lemas anteriores cont inuam idênticos para problemas 

escalonados na folga zk, após n seguinte transformação : 

onde Zk = cliag(zf, . . . , z;). 

1.5 Objetivo 

O objetivo dessa tese é visualizar graficamente o comportamento dos algoritmos 

de pontos interiores, a.naliza.ilclo inclusive alguns casos patológicos. Procurou-se 

escolher os algori tinos cle pontos interiores mais representativos. Do capítulo I1 ao 

capít~do VII, cada a.lgoritmo é ana.liza.clo separadamente e em ordem cronológica, a 

fim de se observar ta.in11éin a evo1uçã.o dos métodos de pontos interiores. O capítulo 

VI11 concerne os aspectos relat ivos à. impleineiltação dos algoritmos. 

1.6 Notação 

Vamos usar vetores coluna e matriz clenotaclos por letras minúsculas e maiúsculas, 

respectiva,mente. Os cliferentes vetores serão denotados por índices superiores; os 

índices inferiores cleno t ar50 as coinponentes do vetor . As diferentes matrizes serão 

 denotada,^ por índices inferiores. A letra e denotará o vetor dado por : e = [l . . . 1IT, 

com dime1lsã.o esplicitacla. no contesto. 



Capítulo I1 

Algoritmo Afim Escala 

O algoritmo afim escala para um problema de programação linear dado no formato 

prima1 foi o primeiro algoritmo de pontos interiores, e foi publicado por Dikin em 

1967 [ 5 ] .  Em 1974, Dikin [6] provou a convergência global do algoritmo afim escala 

com passo unitA.rio na c1iieçã.o gerada pelo algoritmo. Surpreendentemente, esse 

algoritmo ficou esquecido até a pu11lica.çã.o do algoritmo de Karmarkar [17]; a partir 

de então, como o algori tmo de I<a.rn~arl<ar provou-se eficiente (ver Cap ít d o  111) 

vários pesquisa.clores passaram a reesaminar os métodos que trabalham no interior 

do conjunto viável (cliama.clos cle métoclos de pontos interiores). O algoritmo afim 

escala de Diliiii para problemas lineares foi um dos primeiros a serem estudados, 

devido i sua simpliciclade e eficácia. Em 19SS, Barnes[3] e Vanderbei, Meketon e 

Freedman [28] provasa.m que o algoritino afim escala converge com a hipótese de não 

degeneração primal e não clegei-ieração dual. Em 1989, Gonzaga [14] provou que o 

algoritmo afim escala converge com uma busca na direção gerada pelo algoritmo. 

O algori tino afim escala segue basicamente o método de Cauchy, ou 

seja, a direçã.0 cle busca é a clireçã,~ de máximo declive da função objetivo após uma 

mudança de escala, seguido de uma busca linear nessa direção. 

O Método de Cauchy 

O método de Caucl-iy pode sei considerado um dos primeiros métodos de otimização 

para problemas lineares. 



Sejam .f : '?Rn w '?R uma função continuamente diferenciável e 

z k  E xn um ponto dado. 

Agora., colisiclere o problema de minirnização dado a seguir : 

Coiisiclere a. a.prosimaçc?.o linear de f baseada na série de Taylor em 

torno do poiito xk dada por : 

Uma Boa ma.neira cle se reduzir a função objetivo f é tomar uma 

direção h tal que g r h  é grande e negativo, ou seja : 

Então, o nosso objetivo é escolher h de dentre todos os vetores nor- 

maliza.clos de modo a. minimizas gck .  Dada uma norma ( 1  . 11 no P, hk E Xn é a 

so1uçã.o do probleina de mínimo da.clo por : 

Toii-ia.nc10-se a norma euclicliana no 

solução do probleina. será. cla.cla. pela. direção oposta 

xn, OU seja, 1 1  h I /= (hTh)lI2 a 

à do gradiente, então : 

Observe que a norma.liza.ção cla direção não é importante em algorit- 

mos que fazem buscas, e toma,-se como "direção de máximo declive" simplesinente 

hrk  = -gk. 

Como esta.inos usa.nclo uma direção de declive, ou seja, g:lzk < 0, 

para garantir que um algoritmo utilizando essa direção irá convergir, é necessário 



que se faça uma. busca linear na direção hk dada acima. Assim temos que, sendo 

A € % :  
- 

X = a.rgmin{ f (xk + Xhk) I X E %+) 

com passo clado por Xhk. Essa busca pocle em geral ser aproximada, necessitando-se 

de baixa precisã.0. 

11.2 Mudança de Escala 

Considere agora. o problei-ila. (I') (ver capítulo I). Pa.ra se aplicar o método de Cauchy 

é necessário se tra.ba.1lia.r numa bola e para o problema (P) existe o inconviniente de 

que as variiiveis são positivas; e também seria interessante se pudessemos escolher 

uma regi2.o que representasse de maneira mais adequada o formato da  região viável. 

A regiã.0 mais simples possível é o maior elipsóide simples possível no primeiro 

ortante. O elipsóide com eixos para,lelos aos eixos coordenados (portanto simples; 

e observe que esse elipsóide nã.o é iiiflueilciado pelas restrições Ax = b) quando 

interceptado com a região ,S é o elipsóide procurado. Esse elipsóide será a região de 

confiança. a ser adotada qua.nc1o da. mi niinizaç2.0 da função custo. 

Sejmn um ponto sk E !Rn dentro cla regiã,o viável S e h E 92"; a 

equaçã.0 do elipsóide será dada por : 

1 onde D = diag(3 ,  7 , .  . . , q). 
1 2  

O elipsóide está centraclo no ponto x% tem comprimento de eixo 

iguais às coorc1ena.cla.s cle sk. 

Seja y E ?X7'., com a mudança de esca.la dada por : 

k k 
:C = A-ky, oncle Xk = dia.g(xi, x,, . . . , xk) (11.2) 

o elipsóide se transforina numa hola e leva do ponto sk para o ponto e = x<'xk. 



Após a mudança de escala, estaremos trabalhando numa bola e então 

podemos a.plicar o inétoclo de Caucliy dado no item anterior. A mudança de escala 

como definida em (11.2) será utiliza.cla em todos os algoritmos de pontos interiores 

para problemas cla.dos no formato primal. 

11.3 Direção do algoritmo afim escala para o pro- 
blema (P) 

Agora, já. temos uma região cle coiifiança onde iniiiimizas a f11nçã.o custo (o elipsóide 

simples da seção a.nterior). O resulta.clo dessa ininimização é equivalente a uina 

mudança cle escah como da. na seçã.0 11.2, e em seguida utilizar o método de 

Caucl-iy, pois após a. inuclança de escda,, a regiã.0 de confiança passa a ser uma bola. 

Aplicando-se o método de Cauchy ao prolden~a (P), obtemos a direção de busca 

do método afim escala. pa.ra um probleina no formato primal, ou seja, a direção de 

busca. do método afim esca.la. Ln a. partir de um ponto x k  E SO é dada pela direção 

oposta ao gradiente da. função custo projeta.do no espaço nulo de A após a mudança 

cle escah como dada. na. seção 11.3, ou seja : 

onde LA E Xn e Xí, é a. ma.triz mudança de escala como dada em (11.2). 

Observe que a projeç5.0 no espaço nulo de A& é necessária devido 

ao resulta.do do Leina. I. 1. 

11.4 Direção do algoritmo afim escala para o pro- 
blema (PD) 

No caao cle um probleina no fornzato rluel a muclança de escala a partir de um ponto 

2% SO é c1a.cla. por : 

e Cálculo das F01ga.s : z% E''" zk = b" Axk; 



Mudança de Escala : 

Utiliza.nc10-se das regraa de tradução (ver seção 1.4 - Lema 1.4) e do 

resultado do item anterior, a clireçã,~ hA do algoritmo afim escala para um problema 

no formato dual é clacla por : 

onde hA E gn. 

11.5 Elipses para o problema (PD) 

Consiclere o problema (PD). Seja e% SO um ponto dado. Os elipsóides utilizados 

como região de colifiança foram definidos a partir do problema no formato prima1 

(ver seçã.0 11.2). Assim, é necessc2rio que coiisideremos o problema (PP) no formato 

prima1 correspondente ao proldeina, (PD) (ver seção I.4), para obter os elipsóides 

corresponcleiltes a. um problema. c1a.clo no formato dual. 

A equação c10 elipsóicle centra,do no ponto zk para o problema dado 

a.cima - ver (II . l ) ,  é c1a.cla. por : 

onde k E X m  e Zk E %n"n', Zk = clia.g(zi, zz, . . . , z,). 

Utilizando-se claa regras de tradução (ver seção I.4), obtem-se a e- 

quação do elipsóicle para o probleina no formato dual. Então temos que : 

onde D E ?RnX", D = ATZr2A e h E !Rn. 



P a,ra visu a1izaçã.o gráfica, consideraremos o problema bi-dimensional 

no formato dunb, e pode-se obter esplicitainente a equação da elipse, ou seja : 

onde h E ?R2 e D E e D é clacla. por : 

a& 
m 

ai,iai,2 C (bi - A;zkl2 (b; - A;z"f2 1 
m m 

C a;(2 

i=l i=l (b; - 1 .  
A elipse está centracla no ponto zk,  e com coinprimento dos eixos 

dado pelo inverso da raiz cliia.clra.cla dos auto-valores da matriz D e com direção dos 

eixos dada pelos a.u to-vetores cla. matriz D. 

11.6 Passo Unitário para o problema (PD) 

Figura 11.1: Paaso Unitário na Direção hA 

Seja um ponto .i: E ?Rn interior L regiã.0 viável do problema (PD) e a E %+. 



O passo unitário ahA para o método afim escala será dado pela in- 

terseção da elipse centrada no ponto interior x (definida na seção 11.5) com a semi- 

reta definida por x + aliA. Ent5.0, o passo ahA será a solução de : 

onde D E EZX2 estci. clefinicls como na seção 11.5 e hA E E" está dada como em (11.4). 

Assim, temos que a será dado por : 

11.7 Busca Linear 

Seja zk  E En uni ponto dado e interior à região viável do problema (PD). 

Caso 1iã.o se utilize o passo unitá.rio é necessário que se faça uma 

busca linear na. c1ireçã.o h*, ou seja, miniiniza.~ a função O(X)  : E t-, E dada por : 

para x + XhA viável. 

No caso linear, como a direçã.0 kA é uma clireção de declive, ou seja : 

cThn < O  

basta encontrar o maior pa,sso X h A  tal que x + XhA seja viável, ou seja : 

- 
X = argmas{X I A(xk + MA) 5 b) 

1 = srgmax{X I b - A," XAha > 0) 

- 

X = a.rgrnas(X I z" Xd 2 0) 

onde c1 = AhA e zk = B - Azk. 

Por hipótese zk > 0.Coilsidere X E E+ tal que x + XhA seja viável. 

Se c1 < 0, ent5.0 zk - Xcl > O,  para todo X > O, e portanto, o conjunto 

viável é ilin-iitaclo o que contraria. a.s liil->ótese c10 problema (PD). Logo, existe pelo 



menos um j E [I, 2 , .  . . , in] tal que c l j  > O. Para todo j = 1,. . . , m é necessário que 

- Xdj > O. Se cl j  < O a desigualcla.cle anterior será satisfeita para qualquer X > 0. 

Se d j  > O, então z: > Xdj. Logo : 

para todo j = I , .  . . ,?n tal que c l j  > O. 

- 

Assim, coino X = arginax{X I zk - Xd >_ O}, o comprimento do passo 

T[ será dado por : 
- z. 
X = mill (3, d j  > O ) .  

j=l, ..., m 4 
- 

Observe que com o pa,sso Xha ternos que z: - Xdj = 0, para pelo 

menos um j E A' ta.1 que c l j  > O,  ou seja, com o passo T(hA atinge-se a fronteira do 

coiljunto. 

A fim de se evitar a fronteira do conjunto (pois estamos trabalhando 

com pontos interiores), é necessc2rio que se utilize um fator beurístico q E % da 

ordem de 95% (que se revelou eficiente na prática), ou seja, o novo ponto xk+l E ?En, 

será dado por : 

xk+l = xk + 

11.8 Algoritmo Afim Escala para o problema (PD) 

Agora, podemos enuilcias o algori t mo Afiin Esca.la. 

Algoritillo 11.1 Algoritiilo Afi i~ i  Escala : Dados z0 E SO, e q E %,v E (O, 1) 

k = 0; 

Repita 

Cálculo das Folgas : z" b - A d ;  

Mudança. de Escala : 

zI* = clia,g(zl, z,, . . . , z k )  , 



Direção: 

Cálculo do Passo : 

Passo Unitáxio : a = (verseçãoII.6) Jm 
ou Busca Linear : a = h1 - ver (11.6) ; 

Até CONVERGIR 

O pasâ9inetro é o fakor heurístico utilizado pelo algoritmo afim escala 

para se evitar a. fronteira (ver seç5.o 11.7). No caso do passo unitário o fator heurístico 

91 nã.0 é utiliza.clo. 

11.9 Critérios de Parada 

Para fins práticos, os critérios de pa.ra.cla utilizados no algoritmo afim escala para 

um problema 110 fownnt o c lwd foram : 

1. o número de iterações do a.lgoritino; 

2. a norma da c1ireçã.o hA está prósima de zero; 

3. imprecisões numéricas, que fazem com que os pontos gerados pelo algoritmo 

se a.prosiimem da fronteira ou que i1ã.o seja possível realizar a busca linear. 

Figuras 

Na figura 11.2 poc1ería;inos obter uma elipse maior dentro da região viável, mas 

o cálciilo da maior elipse possível dentro da região viável não é simples e é um 

problema tã.0 difícil coilio o cle programação linear. Portanto, escolheu-se a elipse 

mais simples possível - ver seção 11.5. ISSO não é uma restrição muito grande, pois 



Figura 11.2: Elipse nmis simples possível dentro da região viável 



com a busca liileas (ver seção II.7), o que se faz na verdade é aumentar a elipse até 

chegar "perto" da fronteira. (porém a elipse não está mais dentro da região viável). 

Figura 11.3: Vari a.ç&o cla. elipse com a adiçã.0 de restrições adicionais 

Na figura. 11.3 mostra-se como a elipse utilizada como região de con- 

fiança se comporta com a ac1içã.o de restrições adicionais. Repare que as elipses 

diminuem apesar dessas restrições não a , fe ta re  a região viável inicial. 

A figura 11.4 mostra uma iteração do algoritmo Afim Escala com 

Passo Unitário, observe que o ponto gerado pelo algoritmo pertence à elipse centrada 

no ponto interior inicial - ver seção 1I.G. 

A figura 11.5 mostra iterações do algoritino Afim Escala com Passo 

Unitário até um ótimo com as elipses geradas a cada iteração. 



i.....i AFIM ESCALA COM 
PASSO UNITARIO 

Figura 11.4: Uma iteraç5.0 do Algoritmo Afim Escala com Passo Unitário 



i....i AFIM ESCALA COM 
PASSO UNITARIO 

Figura 11.5: Iteiações do Algoritino Afim Escala com Passo Unitário até um Ótimo 



i.....i AFIM ESCALA COM 
PASSO UNITARIO 

AFIM ESCALA COM 
PASSO UNITARIO 
NA0 ATINGIU O OTIMO ! 

Figura 11.6: Iterações do Algoritino Afim Escala com Passo Unitário quando não 
atingiu um ótimo 



O algoritmo Afim Escala com Passo Unitário não conseguiu atingir 

um ótimo na figura 11.6 cleviclo à imprecisões numéricas e à proximidade à fronteira 

(observe como o ponto interior está próximo da fronteira). 

AFIM ESCALA COM 
PASSO UNITARIO 

Figura 11.7: Iterações do Algoritmo Afim Escala com Passo Unitário até atingir um 
ótimo 

Repa.re na figura 11.7 que se mudarmos o ponto interior inicial para 

um ponto afaatado cla fronteira, o algoritmo converge. 

A figura 11.8 mostra uma iteração do algoritmo Afim Escala com 

Busca Linear, observe que devido à busca o ponto gerado pelo algoritmo está fora 

cla elipse. 

A figura 11.9 mostra iterações do algoritmo Afim Escala com Busca 



i- AFIM ESCALA COM 
BUSCA 

Figura. 11.8: Uma itesação c10 Algoritmo Afim Escala com Busca Linear 



i-' AFIM ESCALA COM 

BUSCA 

Figura 11.9: Iteiações c10 Algoritmo Afim Escala com Busca Linear até um ótimo 



Linear até um ótimo, veja como os pontos gerados pelo algoritmo se aproximam da 

fronteira e que o número de iterações é bem inferior ao do Afim com Passo Unitário. 

i- AFIM ESCALA COM 
BUSCA 

AFIM ESCALA COM 
BUSCA 
NA0 ATINGIU O OTIMO ! 

Figura 11.10: Iterações do Algoritmo Afim Escala coin Busca Linear 
atingiu um ótimo 

Na figura 11.10 o algoritino Afim Escala com Busca não atingiu um 

ótimo devido à imprecisões numéricas e a proximidade à fronteira (pois a tendência 

da Busca Liileas nesse algoritino é aproximar os pontos interiores da fronteira da 

região viável) - o mesmo ocorreu para o Afiin Escala com Passo Unitário (ver figura 

11.6. 

Se mudarmos o ponto interior inicial para um ponto afastado da 

fronteira, o algoritmo Afiin Escala coin Busca também converge - ver figura 11-11. 



i- AFIM ESCALA COM 
BUSCA 

Figura 11.11: Iterações do Algoritino Afim Escala com Busca Linear até um ótimo 



Capítulo I11 

O Algoritmo de Karmarkar 

Após a do algoritmo dos elipsóides por I<l-iachiyan [19] em 1978, ficou-se 

provado que o problema cle progra.~~~a,çã,o linear pode ser resolvido por um algoritmo 

polinomial. Apesar do grancle interesse despertado por este método em termos de 

teoria de complesidade, os resulta,clos de iinplementação revelaram-se ineficientes. 

Com a publicação CIO algoritmo de I<armarkar[17] em 1954, pode-se 

obter finalmente o resultaclo que viiiha sendo esperado desde que se provou que o 

método simples tem convergência expoilencial no pior caso, ou seja, obteve-se um 

algoritmo polinomial que resolve o problema de programação linear e cuja imple- 

menta.ção é muito eficiente na prática. 

O aJgoritino de I<a.rmaska.r em sua formulação original apresenta al- 

gumas operações que mais tarde se demonstrou serem desnecessárias. Por isso, 

mesmo, a va4ria.nte do algoritino de Karmarkar que apresentaremos a seguir, não 

segue esata.meilte o algoritino origiml mas é equivalente a este. 

111.1 Função Barreira 

Antes de explicita.rmos o processo de obtenção do algoritino de Marmarkar é neces- 

sário que se analise a fui~çã~o barreira. logarítmica. Esta função foi utilizada primeiro 

por Friscll [SI em 1955 e é clefinicla como se segue : 



Esta função possui uma propriedade especial, a função cresce in- 

definidamente perto da. fronteira do conjunto viável, e pode ser usada como uma 

penalidade associada aos pontos de fronteira. Isto pode ser observado através do 

gráfico das curvas de nível da função barreira para um problema de programação 

linear no formato dunl : 

Figura 111.1: Politopo As 5 Õ com curvas de nível da função barreira p 

Outras propriec1a.des da função ba,rreira são : 

1. A fiii1çã.o barreira é analítica para. s E ?R;+ e suas derivadas são dadas 

por : 

Vp(s) = -s -1 



onde x-I é o vetor [x;~];,I ,...,, e 

X = diag ( s i , .  . . ,x,). 

A fimção é estritamente convexa, pois sua matriz hessiana é definida 

positiva. Vale observar que no ponto e E ?Rn, e = (1,1, . . . , temos 

que: 

Vp(e) = -e  

2. Considere uma matriz cliagonal positiva D. Tem-se que : 

n 

p(Dx) = p(x) - c log d; 
i=l 

Dados dois pontos x, y > O temos que : 

e portanto muclanças de escala não afetam variações de p ( . ) .  

A ftinçã.o barreira para um problema de programação linear no for- 

mato dual é dada por : 

onde A; é a transposta do vetor liill-ia cla matriz A. 

E possível com11ina.r-se a f~mção barreira com a função custo, para 

se obter uma função objetivo pasa um algoritino de ponto interior que resolva o 

problema cle programação linear evita.ndo a fronteira e, ao mesmo tempo, rediizindo 

essa função objetivo. Foi baseado neste fato que Karmaskar definiu a função a ser 

minimizada no seu algoritmo (a funçãso potencial). Vale ressaltar também que a 

função barreira já. vinlia sendo utilizacla em programação não-linear, porém ainda 

não se tinha utilizado esta função em progra.mação linear. 



111.2 Formato do problema 

O algoritino cle Karmarkas foi desei~volviclo para um problema de programação linear 

num formato especial : 

(PR) iniliimizas cTx 
siijeito a Ax = O 

aTx = 1 
x 2 0  

onde c, a E ?Rn, a 2 O e A E Xmxn é uma matriz de rank completo, m > n. Isto não 

é uma restriçã.~ a.o problema geral, pois esse formato pode ser obtido iiltroduzindo-se 

uma nova. variável a.o problema no seu formato original. 

Além disso, fa.iemos a. hipótese de que o ~ rob l ema  tem uma soliição 

ó t ima2  e que cT2 = 0. 

111.3 Função Potencial 

Devido a,s proprieda.des cla funçã.o basieira mencionadas na Seção 111.1, I~armarkar 

definiu a fu1lçã.o a ser miniinizacla pelo seu algoritmo, denominada de função poten- 

cial, como se segue : 

x t L;, H f0 (x) = log (cTx) + p(x) 

onde q > 12 é uma constante e O sul)-índice O simboliza o fato de que o custo ótimo 

é supostamente ilulo. 

Observe a funçã.o fo(.) é homogênea de grau zero, ou seja, para qual- 

quer x E ?Rn,a > O, temos que : fó(ax) = fo(x). 

111.4 Modelo do Algoritmo de Karmarkar 

Podemos ignoras a restrição aTx = 1, pois se clado x > O tal cpe ATx = O e aTx > O 

mas aTx # I ,  O ponto x/aTn: é viá.vel ao problema (PR) (pois aT(x/aTx) = 1) e o 

valor da  fu1lçã.o ,fò é o mesmo já  que .fò é homogênea de gran zero - ver seção 111.3. 



O ponto inencioilado no parágrafo anterior é também denominado de 

projeção cônica K ( z )  de x sobre S, logo : 

Agora, podemos enunciar um modelo do algoritmo de Karmarkar 

aplicado ao probleina (P) supondo que (P) está dado no formato do problema (PR). 

1. Ignore a restrição aTx = 1; 

2. Use o algoritmo Afim Escala para reduzir fó; 

3. Calcule a. projeçã.~ cônica do ponto resultante, ou seja : 

111.5 Direção do Algoritmo de Karmarkar para 
o problema (PR) 

Do modelo c10 algoritino de I<a.rma,kar daclo na seçã.0 111.4 vamos considerar o prob- 

lema (PR) e ignorar a restriçã,~ aTx = 1 e utilizar a função potencial para obtermos 

um novo problema equiva.leilte ao original: 

(PIO ininiinizar &(x) 
sujeito a Ax = O 

2 2 0  

onde fõ está. c1a.cla como na seçã.0 111.3 e A está definida como no problema (PR). 

Do modelo de algoritino de Ka.rmarkar dado na seção 111.4, sabemos 

que a direção cle busca a ser utilizada para o algoritmo de Marmarkar será a mesma 

obtida. para o algoritino afim escala aplicado ao problema (PIO. Da seçiio 11.3, 

sabemos que para obter essa clireção é necessário aplicar uma mudança de escala 

(para um problema dado no formato primal) e, em seguida, aplicar o método de 

Caucl-iy a.o problema (PIO. 

Ei1tã.o seja 2% SO um ponto daclo. A partir de zk podemos definir 

a mudança de escala como dada na seção 11.2, ou seja : no lugar da ma.triz A 



passaremos a utilizar a matriz AI, dada por : 

- 

Ak = AXk 

oncle Ãk E %mxn e Xk = cliag(xl,. . . , zk). 

A função objetivo para o problema (PK) é dada por fõ (supondo que 

o custo ótimo é nulo). Após a mudança de escala (agora, a região de confiança é 

uma bola), podemos aplicar o método de Cauchy à. 6. Assim, temos que a partir 

do ponto 2", após a mudança de escala, a direção de busca para o algoritmo de 

Karmarkar será dada pela direção oposta ao gradiente da função fõ projetado no 

espaço nulo de A,, ou seja : 

LI< = -&PAkXk~fo(zk)  

- n 
liK = -Xk PAI; (-Xc - e) 

cTxk 

onde kI; E ?Rn. 

Observe que ao projetar o gradiente de fõ não é necessário projetar 

o vetos e, uma vez que esse já pertence ao N(Ak).  Utilizando esse fato em (111.1) 

obtemos : 
- I2 k hIC = --XkPAkxkc + x . (111.2) 

CTXk 

111.6 Função Potencial com Limitante Inferior 

A hipótese cle que o custo ótimo é nulo pode ser relaxada, para isso, basta que 

se tenha um parâ.metro v que seja um liinitante inferior para o custo ótimo 8, 

supondo conlieciclo o custo ótimo. Entã,o, considere o problema (P) e vamos supor 

que conhecemos o valor da solução ótima 6 e que v seja um limitante inferior para 

esse custo ótimo. Devido as propriedades da função barreira mencionadas na Seção 

111.1, Kai-ma.rka.r definiu a fiinção a ser minimizada pelo seu algoritmo, denominada 

de função pote~zcinl, como se segue : para v 5 8 temos que 

oncle o parhnetro v é um liinitaiite inferior para o custo ótimo e q 2 n é uma 

constante. 



Para um problema no formato dual utilizando-se as regras de tradu 

ção (ver seção I.4), a função potencial será dada por : 

z E S - fv (z) = log(cTx - v) + P(x). 

111.7 Cálculo do Lirnitante Inferior 

Na seção 111.6 havíamos mencionado que se podia relaxar a restrição cle que o custo 

ótimo fosse nulo. Para isto, lmsta ter-se uin parâinetro v que seja um limite inferior 

para o custo ótimo e a função a ser ininimizada será dada pela função potencial fv. 

Suponha que o custo ótimo .U é conhecido porém não necessariamente nulo. Observe 

que a função f,, como dada na seçao 111.6 n2o é homogênea. Observando que aTx = 1 

para todo x E SO, a função pode ser reescrita no seguinte formato : 

fu = n log (c - ~ a ) ~ z  + ~ ( x )  

Agora., a fiii1çã.o fu é homogênea de grau zero e coincide com a função original no 

conjunto vi Avel. 

Se .i, é clesconlieciclo, devemos gerar liinitantes inferiores vr, 5 .U e usar 

a f11nçã.o fvk. 

O inétodo utiliza.clo para a geração dos limitantes inferiores foi pro- 

posto por Todd & Burrell [26]. Descreveremos a seguir uma versão do procedimento 

de geração de liini t antes inferiores enunciada em Gonzaga [ll]. 

Consideraremos o probleina (PP) (ver seção 1.4) a partir do ponto 

e, supondo que foi feita. uma mudança de escala. Aplicando-se o algoritmo de Kar- 

marlmr a este probleina, e reescrevendo o problema como se segue 

mininlizar ~~z - aTz (cO + v) 
sujeito a z E Q 

onde c, z ,  c0 estã.0 definidos 

interseção c10 conjunto viável 

para a é dado por : 

como em seção 1.4. Q é o subespaço gerado pela 

ao (PP) com a origem. Um possível valor 



Definindo-se 

Gonzaga mostrou em [ l l ]  que PQê (ou seja, a projeção do vetor custo 

C no espaço Q) é claclo por : 

onde 
-T 
C (e - e,) - c. - v 

P = 
Ile - e,1I2 

Demonstrou-se em [10] que se v = 6, então PQê tem uma componente 

não-positiva. Logo, o método para gerar o limitante inferior será dado por : 

Calcule PQê como em (111.3). Se PQt tem uma componente não- 

positiva, entiio v é um liinitante inferior; senão use o teste da razão para calcular o 

maior valor de ,8 em (111.3) de modo que PQê 2 O e obtenha o valor de v através da 

expressão (111.4). 

111.8 Direção de Karmarkar para o problema no 
formato dual 

Para se obter a c1ireçã.o de busca hIc do algoritmo de I<armarkar para um prob- 

lema dado no formato d d ,  problema (PD), basta calcular a direção de I<armarltar 

aplica>cla ao problema no formato do problema (PR) obtido do problema (PP) dado 

na seção 111.5 e, a partir desta direção, iitilizar as regras de tradução - ver seção 

1.4. Este proceclimeiito foi feito por Gonzaga em [ll]. A partir do ponto xk E S0 

obteve-se a direção hr< dada por : 

onde 



v é um limitante inferior para o custo ótimo 6, ou seja, v 5 6, d, como definida em 

(1.1) e de como em (1.2) com Al, no lugar de A. Ak é a matriz A após a mudança de 

escala como dada no Lema 1.5. 

111.9 Cálculo do Limitante Inferior para o prob- 
lema (PD) 

O método de geração de limitantes inferiores para um problema no formato dual é 

o mesmo da seç5.o 111.7, só que agora temos que 

e p está definido como em (III.5), d, e de definidos como em (1.1) e (I.2), respecti- 

vamente (ver lema I.4), após a mudança de escala dada no lema 1.5. 

I3ntã.0, o procedimento de atualização dos limitantes inferiores para 

o problema (PD) será clado por : 

1. se existe uma componente do vetor PQê que seja não positiva, então mantem-se 

o atual limi tante inferior; 

2. caso contráxio, obtenha 

e obtenha o novo limitante inferior de (111.5). Para resolver (III.6), basta 

aplicar o teste da razão. Assim, temos que : 

U i 
,B = min {-, vi < 0) 

k l ,  ..., m vi 

onde u = -Akclc e v = e +  Akd,. 

111.10 Busca Linear 

A busca linear na direção hK será dada pela minimização unidimensional da função 

.f, na direção c10 pa,sso T[hrc. Pode-se utilizar qualquer algoritmo de minimização 



unidimensional como Armijo ou Bisseção. Como podemos calcular facilmente o 

gradiente da função f, e desejamos reduzir a função com uma boa precisão decidimos 

utilizar o método da Bisseção. Assim, o comprimento do passo XhIc será dado por 

111.11 Algoritmo de Karmarkar para o prob- 
lema (PD) 

Agora, podemos enunciar o algoritino de I<armarltar. 

Algoritmo 111.1 Algoritino Karinarkar : Dados x0 E S, v0 5 6 e c > 0. 

k  = 0; 

Repita 

Cálciilo das Folga,s : zk = b - Azk; 

Mudança de Escala : 

k k  k Zk = diag(zl ) z2, . . . , 2,) 

Limitante : Usm o procedimento da seção 111.9 

Direçã.0: 
liIc = -d, + /?de - ver seçã.0 111.8; 

Busca : 

1 xk + XhIc- E SO, X 2 O);  

k = k + l ;  

Até que ( c T d -  vk) < c 

.U é o valor da soluçã,o ótima do problema (PD) e c é a precisão com 

que se deseja obter o custo ótimo. 



i- AFIM ESCALA COM 
BUSCA 

i- KARMARKAR 

Figura 111.2: Uma Iterasção dos Algoritmos de Ihmaskar  e Afim Escala com Busca 

Figuras 

A figura 111.2 mostra uma iteração dos algoritmos Afim Escala com Busca Linear e 

I<armarli.l<as, observe que as direções de busca dos algoritmos Afim Escala com Busca 

Linear e I<armarkar são diferentes a partir de um ponto interior dado. 

A figura 111.3 mostra iterações do algoritmo de Icarmarkar até um 

ótimo - compare com as figuras 11.5 e 11.9. Observe que apesar de utilizas a função 

barreira os pontos gerados pelo algoritino se aproximam da fronteira. 

As figuras 111.4 e 111.5 mostra como os algoritmos Afim Escala com 



i- KARMARKAR 

Figura 111.3: Iterações c10 Algoritmo de Karmarkar até um ótimo 

Busca Linear e Karmarkar evoluem dentro da região viável. Repare que na figura 

111.5 o algoritino de I<armarltar teve um número de iterações bem inferior ao Afim 

Escala com Busca Limas, pois para o Afim Escala o fato do ponto inicial estar 

próximo da fronteira faz coin que este caminhe próximo da fronteira por causa da 

Busca Linear, o que já não acontece para o algoritmo de Karmarkar pois esse utiliza 

a f~mção barreira para evitas a fronteira. 

Apesar c10 algoritmo de Karmarkar utilizar a função barreira, Powell 

mostrou recentemente no 14' Siinpósio Internacional de Programação Matemática 

em Ainstesdam (Agosto - 1991) que se a região viável se aproxima de um círculo 

e se o ponto interior inicial estiver "perto" da fronteira, o algoritmo de Karmarkar 



i- A F I M  ESCALA COM 
BUSCA 

r- KARMARKAR 

Figura 111.4: Itesações dos Algoritinos Afim Escala com Busca e de Karmarkar até 
um ótimo 

caminhará em ca.da um dos vértices do conjunto viável até um ótimo, ou seja, o 

algoritmo de Kasinarkar é de complexidade O(nL) iterações - ver as figuras 1II.G e 

111.7 para um problema com 58 restrições e as figuras 111.8 e 111.9 para um problema 

com 16 restrições. 



i- A F I M  ESCALA COM 
BUSCA 

i- KARMARKAR 

Figura 111.5: Iterações dos Algoritinos Afim Escala com Busca e de Karmarkar até 
um ótimo 



I- KKRMARKAR 

Figura 111.6: Iterações do Algoritino de I<asinaskas para um polígono com 58 faces 



Figura 111.7: Ampliação de algumas iterações do Algoritmo de I<armarkar para um 
polígono com 58 faces 



Figura 111.8: Itesações do Algoritino de I<asmarkas para um polígono com 16 faces 



i- KARMARKPR 

Figura 111.9: Ampliação de algumas iterações do Algoritmo de Karmarkar para um 
polígono com 16 faces 



Capitulo IV 

Centro Analítico 

IV. 1 Centralização 

Após a publicação [17] e subsequente implementação [18] dos algoritmos de Kar- 

markar e afim escala de Dikin [5 ] ,  restava-se ainda a seguinte pergunta : quanto 

devemos nos afastar da fronteira para obtermos um algoritmo que resolva o prob- 

lema de programação linear de maneira satisfatória? Enquanto, o algoritmo afim 

escala se utiliza de um recurso deselegante a fim de evitar a fronteira (deve-se acres- 

centar ao passo resultante da busca linear um fator heurístico S - ver seção 11.7); 

o algoritmo de Karmarkar evita a fronteira através do uso da função barreira. Mas, 

mesmo assim, o algoritmo pode levar a pontos que estejam muito próximos da fron- 

teira, como ilustra a figura IV. 1. 

Como desejamos trabalhar no interior do conjunto, procurou-se en- 

contrar um método que resolvesse o problema de programação linear mantendo-se o 

máximo possível afastado da fronteira. A solução encontrada foi através da definição 

de centro analítico do politopo dada por Sonnevend [25], o único ponto que minimiza 

a função barreira (veja a figura IV.2). 

A utilização deste ponto é muito apropriada, pois uma curva formada 

pelos centros analíticos de todas as "fatias" de custo constante da região viável de 

(P) é bem comportada e apresenta propriedades que irão garantir melhoras em 

relação aos algoritmos citados anteriormente; denominou-se esta curva de trajetória 

central. Ao centro analítico de uma fatia de custo constante da região viável de (P), 



Figura IV.1: Politopo Az 5 b com Algoritmo de kasmaskas 

i- KARMARKAR 



+ 
Centro 

Figura IV.2: Politopo A x  5 b com Centro Analítico 

denominou-se de ponto central da região viável de (P), ou seja, formalmente, temos 

que 

Definição IV.l Centro Analítico. 

Considere o problema (P). O centro analitico 5 de S é o único ponto 

dado por : 
n 

2 = a r g m a x { n  xi  I x t S} = argmin{p(x)  I x E SO} ( I V  .1) 
i=l 

Considere o problema (PD). Tendo e m  vista a definição da função 

barreira para u m  problema n a  formulação dual, o centro é definido a partir 

das folgas : 

( I V .  2 )  
k l  

onde A; é a transposta do vetor linha da matr i z  A. 

Definição IV.2 Ponto  Central. 

Considere o problema (P) e SK como sendo conjuntos da forma 

SK = ( x  E S I cTx = I<) ( I V .  3) 



esses conjuntos são "fatias" de custo constante. 

Chamam-se de pontos centrais do problema aos centros analz'ticos das 

'yatias" SK com interior relativo não-vazio, i.e., para todo I( E 92 tal que SE # 0, 

defini-se o ponto central : 

Considere o problema (PD). Neste caso a definição é análoga, ou 

seja, temos que : 

(IV. 5 )  

A figura IV.3 mostra pontos centrais. 

IV.l. l  Caracterização de pontos centrais por função bar- 
reira 

Voltando ao nosso problema inicial, problema (P), temos de levar em consideração 

que desejamos também reduzir o custo. Nós já temos um bom método de evi- 

tar a fronteira que é utilizar pontos centrais. Agora, como devemos proceder para 

obter uma função que englobe estes dois objetivos? Seguindo a idéia do método 

de Ka~rnarka~r [17],  combinamos a função barreira e a função custo para obter- 

mos uma função tradicionalmente conhecida na literatura por função de penalização 

interna : 

a E 92, x E L;+ I-+ f a ( x )  = acTx  + p(x) (IV .6) 

para um problema no formato dual, a definição é dada a partir das folgas : 

a E 92,x E S0 t-t f a ( x )  = a c T x + p ( x )  (IV. 7 )  

Esta função foi estudada por Fiacco & McCormick no seu livro [7] ,  e 

vem sendo utilizada extensivamente em todas as obras de referência de programação 

não-linear . 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura IV.3: Politopo Ax 5 b com Pontos Centrais 

Em face do exposto xima,  faz-se necessária uma nova definição de 

ponto central que é completamente equivalente à anterior (IV.4) : a cada valor do 

parâmetro a associe um ponto central %(a) unicamente definido por 

?(a)  = argmin f , (x)  
x E S0 

(IV. 8) 

e no formato dual : 
( a )  = asgmin f,(x) 

x E S0 
(IV. 9) 

A curva a E 8 ++ a (a )  é a trajetória central para o problema de 

programação linear (P). Esta curva será estudada mais adiante no capítulo VII. 



IV.1.2 Distância ao centro 

Para obtermos um método eficiente de centralização (tanto na teoria como na 

prática) não precisamos calcular exatamente o ponto central, mas encontras pon- 

tos "aproximadamente" centrais que estão a uma certa distância do centro e que 

satisfaçam a determinadas propriedades que garantem a eficiência do método de 

centralização. O critério de proximidade a ser adotado será : 

Definição IV.3 Distância ao centro para o problema (P) 

Dado  a > O ,  a E ?R e x E SO, a proximidade de x e m  relação a ?(a) 

é caracterizada por  : 

4(x, O) L N ( ~ , ~ )  I( 

onde  hN é a direção de Newton-Raphson após  a mudança  de escala, o u  seja : 

onde  X é a m a t r i z  da m u d a n ç a  de escala dada por : X = d iag (x l , .  . . , x,). 

O ponto x será. considerado "aproximadamente" central se dado 

c E (0,0.5), temos que : 

S(x, a) < c. 

Observe que agora podemos reescrever (IV.8) como : dado xO E S0 e 

c E (0,0.5), encontre z E S tal que 

Para obtermos a direção de Newton-Raphson hN para o problema 

dual, após a mudança de escala, é necessário que a partir de hN utilizemos as regras 

de tradução dadas no capítulo VIII. 

Da definição anterior, sabemos que dados a E 9?+ e ? E S0 : 



onde X é a matriz mudança de escala como dada na definição IV.3, e c, e e, corre- 

spondem respectivamente a P A X X c  e PAxe. 

Do lema 1.4 temos que : 

h ~ ( x ,  a )  = -adc + de (IV. 10) 

onde x E SO, dc e de definidos como em (1.1) e (1.2)) respectivamente (ver lema I.4), 

após a mudança de escala dada no lema 1.5. 

Observe que a partir de (IV.lO) podemos obter hN através do resul- 

tado do lema 1.3. Assim, temos que : 

- 

hN = -AkkN  

onde a matriz AI, é a matriz A como definida no problema (PD) após a mudança de 

escala dada no Lema 1.5. 

Agora, podemos definir proximidade ao centro para um problema 

dado no formato dual : 

Definição IV.4 Distância ao centro para o problema (PD) 

Considere o problema (PD). Dados a > O ,  a E 3 e x E SO, a prox- 

imidade e m  relação a x ( a )  é caracterizada por : 

S ( x , a )  -&(-a& + de) 11 

onde d, e de definidos como e m  (I.1) e (1.2)) respectivamente (ver lema I.4)) com 

a matriz AI, no lugar da matriz A após a mudança de escala dada no lema 1.5. 

Observe que foi necessário utilizar a direção primal correspondente à direção dual 

de Newton-Raphson hNi pois a definição de proximidade é feita para o problema 

primal - ver definição IV.3. 

IV.1.3 Método para se determinar o centro da região viá- 
vel 

No capítulo anterior, quando se estudou a função barreira (111.1)) mencionou-se o 

fato de que a variação da função barreira não se altera com a mudança de escala e de 



que a matriz hessiana da função barreira é a identidade quando no ponto e. Devido 

a essas propriedades, a direção de máximo declive no ponto e coincide com a direção 

de Newton-Raphson. Logo, o algoritmo afim-escala e o método de Newton-Raphson 

com buscas lineares coincidem para a função barreira - ver Gonzaga [15]. 

Então, basta aplicar o método de Newton-Raphson com buscas lin- 

eares para o problema dado em (IV.8); e se o problema original estiver no formato 

dual, faz-se o mesmo para o problema dado em (IV.9). O algoritmo resultante é efi- 

ciente tanto do ponto de vista teórico como de implementação, a sua complexidade 

foi estudada por Vaidya 1271. 

IV.1.4 Direção de Centralização para o problema (PD) 

No caso da centralização, cr = 0, logo temos que a direção de centralização hc para 

um problema no formato dual será dada por : 

hc = h(x, O )  = de (IV. 11) 

onde hc E gn e de E Xn está dada como em (1.2) - ver lema 1.4 - após a mudança 

de escala dada no lema 1.5. 

IV.1.5 Busca Linear 

A busca linear na direção hc pode ser feita por qualquer método de minimização 

unidimensional, como Armijo ou Bisseção. No nosso caso, resolvemos optar pelo 

método da Bisseção, pois desejamos obter soluções com uma precisão melhor do que 

a fornecida pelo método de Armijo. Formalmente a busca será dada por : 



IV.1.6 Algoritmo de Centralização 

Algoritmo IV.1 Algoritmo Centralização: Dado z0 E SO. 

k = O  

Repita 

Cálculo das Folgas : zk = b - Ask; 

Mudança de Escala : 

k k  Zk = diag(zl , z, , . . . , 4) 

Ak = Z,-lA; 

Direção : 

hc = de = -(AzAk)-'A;e; 

Cálculo da distância ao Centro : S = S(zk, O) - ver definição IV.4; 

Busca : resolver aproximadamente 

1 = argmin{fo(zk -t- +hc) I zk  + +hc E SO, A 2 O}, 1 E 3; 

Novo ponto : 
z k + l  = z k + X h c  

Até que ( 8  < 0.01) 

IV.2 Curvas de Nível da Função Barreira 

A partir da definição de centro ailalítico, pode-se obter um algoritmo para se visu- 

alizar graficamente as curvas de nível para um problema bidimensional. 

Considere o problema (PD). As curvas de nível da função barreira p, 

que denotaremos pelo conjunto X, são definidas por 

X = {a E S0 I p(z) = Ii), onde K E 92, I< uma constante. 

Agora, definimos a seguinte função : 



Então, podemos enunciax o conjunto X das curvas de nível como : 

O método para se tra.car as curvas de ilível consiste ein obter direções 

que va.riein niim círculo centraclo no ponto analítico (que chamareinos de raias), e 

eilcoiitras os pontos que satisfaça.m (1V.12). 

Agora., va.mos definir o que a vem ser raias. 

Definição IV.5 ,Seja q o n~imei-o cle raias claclo. Vamos chamar de raias aos vetores 

onde j E [1, . . . , q ] .  

Seja. 2 E S0 o centro a.i-ia.lílico do problema (PD). O método para se 

encoiltra,~ as curva.s de nívcl da fuilçã.o lmrrcira 21 é o seguinte : 

Méloclo : Encoillrar a.s curva.s de nível da fuilção barreira 

Se.jaa Ií E 8, T< da.tlo e (I o núinero de raias clado. 

1. a pastir de 2 ,  obteill-ia, ra.ia.s I 2 . j  E ?R2 definidas como na clefinição IV.5, com 

.i E [ L . . . , d ;  

2. p u a  cada j E [I , .  . . , m] ca.lcule o maior passo pj  hj  possível até a fronteira 

pelo teste da. razão; 

3. na direção c10 mtor hj, encontre n: E como definido em (IV.12) para cada 

.i € [1, . . . , v ] .  

IV.2.1 Busca Linear 

Da expressã.~ (IV.lS), observe quc para. cada. raia hj E Z2, j E [l, . . . , m] temos de 

eilcoiitra.r Xj  tal que : 

.l',,+,,(n. -t Xihj) 0, ( n u a )  



com X j  E [O, p j ]  e p j  é o nmior passo possível até a fronteira na direção do vetor hj. 

Pasa. se soluciona.r (IV.13), utilizou-se o método da  bisseção. 

IV.2.2 Algoritmo para Traçar Curvas de Nível da Função 
Barreira 11 

A escollm de um I{ inicial ta~nbém é importante, e é muito simples : seja €0 > O 

dado, tome : 

K0 = ]I(" + €0. 

Agora, vasiando-se o parâ.metro I{, pode se obter pontos das difer- 

entes curvas cle nível cla f~iiição 11a.rreii.a. 11. 

Então, o inoclelo c10 a.lgorilmo ser i  : 

Algoritino IV.2 Algoritimo Curvas de Nível da Função Barreira p : 

D a d o s  z0 E SO,  e = 0.01, €0 E %+ e (I o ra~iinero de  raias. 

Use o algorit~no IV.l e ohtenlia. N com distância a.o centro dada por 6; 

k = 0;  

I .  = p(" + €0;  

A partir de N obtei-iha l z j  E !R2 como dadas na  clefinição IV.5, com j = [1, . . . , q]; 

Repita 

Busca : resolver o problema. de encontras aprosimadainente X j  

com X j  E [O, /ij], onde p j  é o ma.ior passo possível até a fronteira na 

c1ireçã.o do vetor h j ,  pasa j = [ I , .  . . , q ] ;  

Tra.ça,r uma. curva. de iiível com os pontos obticlos - ver (VIII.l); 

Atiializa.ção : = Kr, + co; 

k = k + l ;  

Até que k > número de curvas clesesja.clas na. visualizaç&o giiifica 

Vqja o capítulo VTTT, pa.m uma impleinentação mais eficiente do al- 

gori tino claclo aciiiia.. 



Figuras 

Restrições 

Centro I + 
Centro 2 + 

Centro 3 

\ 

Figura. IV.4: R.egiã.0 \Gá.vel Az < b com Centro Analítico 

A figura IV.4 inostra como o Centro Analítico varia com a adição cle restrições ao 

conjunto viá.vel. R.cpa.1.e que essas icslrições não alteram a região viável inicial, 

mas apesar disso, o centro a.iialílico miicla o que 11ã.o aconteceria se o centro fosse 

geométrico. 

Um resultado iiileressa.nte é que se utilizarinos o algoritmo Afim Es- 

cala com um passo muito pcqucno os pontos gerados estarão sobre a trajetória 

central. Esse resultado foi cleii~onst~tado por h/loilteiro, Adler e Rezende [23] e está 

representa.do na. figura. IV .5. 



pontos sâlo as 

iteraçfíes do 

Afim Escala com 

Passo Unitirio 

Figura IV.5: Iterações do A lgori tmo A li111 Escala coin Passo Unitário e Trajetória 
Central 

As figuras IV.G, 111.7, 1V.S mostram curvas de nível para diferentes 

regiões e foram obt,icla.s a, partir do a.lgoritmo IV.2 coin as modificações dadas na  

seção VIII. 1. 

As fi gura.s IV.9, TV.10, IV.11 11-iostra.m curvas de nível para diferentes 

regiões com a Trajetória Central, i.epa.i.c que a trajetória é analítica e não geométrica. 

As figuras IV.12 e IV.13 e IV.14 mostram a trajetória central para o 

seguinte problei-i-ia. : 
T mii1imiza.r c n: 

si~*jc.i to a An: 5 b 

onde c E X3, x E g3, A E '8'1X3 é cima. siiakriz de rank máximo e de dimensão 4 x 3. 



I 

Figura. 1V.G: R.egiã.0 Viá.vcl An: 5 Õ com Curvas de Nível 

A nmtriz A é c1a.cla. por : 

e o vetor Õ por : 

Para cada ulllam c1a.s figuras,  varia.-se o vetor cle custo c. 



Figura. IV.7: R.egi5.o ViAvel An: < b com Curvas de Nível 



Figura. 1V.S: Região Vi Avcl An: 5 b com Curvas de Nível 



0 CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura IV.9: R.egião Vi Ave1 An: < Õ com Curvas cle Nível e Trajetória Central 



I-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura IV.lO: R.egi5.0 Viá.vel A 2 :  < 11 com Curvas de Nível e Trajetória Central 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura IV.1 I: Região Viá.ve1 j13: 5 b com Curva.s de Nível e Trajetória Central 



Figura IV.12: Regi20 Vitive1 A2 5 11 c0111 Tra,jetória Central no espaço %3 



Figura. IV. 13: Regi :.o Vi ivcl i ln:  5 b com Trajetória Centia.1 no espaço X3 



Figura IV.14: R.egião ViAvcl An:  5 11 com Trajetória Central no espaço !R3 



Capítulo V 

Algoritmo de Barnes & Jensen 

Após se verificas no ca.pítiilo JV que " ca.n-iin1-ia.r" pelos pontos centrais da região 

viável era. uma. 130a mancira. de sc cvit,a.r a i'ronteira, surgiu a motivação para se 

desenvolver algori tmos que carni nliciu sobre a trajetória central. Esses algoritinos 

s5.0 coiihecidos coi-iio dgoritnzos de f:r«.,jcl.ória ceittrul. 

O primeiro a,lgoritmo cle trajetória central foi idealimdo por Barnes 

[2] a pastir cla seguinte idéia : o algori tino afim escala (ver capítulo 11) aproxima 

os pontos gerxlos pelo algori tmo da fronteira da região viável, porém se após uma 

itera.çã.0 c10 algoritmo a.fim escaja. ina.nt,jvermos o custo constante e encontrarmos o 

ponto centm,.c! correspondcilte a, este c~isto, além de se evitar a fronteira, aumenta-se 

o elipsóide que ser& gerado pelo algoritmo a.fiin escala na próxima iteração - ver 

(11.2). A figura. V.1 ilustra. este procedii-i-iento. 

Apesar cla. sii-iipliciclaclc desse inétoclo, resta iiin problema : como se 

deve proceder para. se obter o ponto central sobre uma "fatia" de custo constante. 

Vale ressaltar ainda. que csta. centi~aiizaqAo pode ser muito tral~alliosa. 

Apesar da. eleghcia. c-. simplica.cla.cle c10 método idea.lizado por B m m ,  

só a ~ ó s  três anos que Ba.rnes com a. cola.bora.ção cle Jensen e Cliopra [2] conseguiu 

mostrar que o algori tino convergia. e produzia bons resultados quando implementado. 



V.l  Centro sobre uma "fatia" de custo constan- 
t e  

Vamos consic1era.i. o problema. clua.1, probleiim (PD). Nós já sabemos do capítulo IV 

- seçã,o IV.1.4 que a. direção cle ccnlra1iza.qã.o é dada por : 

onde hc E gn e ti, t X n  está. chcla. co11~o em (1.2) (ver lema 1.4) após a mudança de 

escala c1a.cla. no lema. 1.5. 

Agora., cle~wiios ei-iconliar u i m  c1ireçã.o h, E Xn que seja a direção 



de centraliza,ção mas com o custo ma.ntic1o coilstmte, ou seja, para essa direção 

devemos ter que : 

r Seja s E SO, o custo é dado por cTs. Se o custo deve permanecer constante 

após a ceiitralliza.ção devemos ter que : 

onde Xh, é o pa.sso resulta.nt,e da, busca liileai na direção h, e X E 32, X > 0. 

Então, segue-se que : 

T c 12,=0. 

Assim, temos que a. c1 i reç2.o de ccii t,ral i ~a .~ã .o  sobre uma "fatia" de custo constante 

h,  deve ser ortogoiia,i a.o custo. h, é a direç5.o no forinato dual correspondente à 

direç5.0 no forinato prima.1 obtida. pela. projeçã,~ do vetos e, sobre o espaço definido 

por ~ : h ~  = 0 ,  onde c, e e, correspoiidcin respectivameiite a PÃ,,Xc e PÃxe. A está 

definida. como no problen-ia (P) e X é a, matriz de muclailça de escala como dada 

em (11.2). Go1lza.g~ mostrou em [ll] que essa direção de centralização sobre uma 

"fakia)' de custo constante é c1a.cla por : 

onde (1, E !Rn e (1, E X n  est2.o dadas  co111o em (1.1) e (1.2)) iespectiva.mente (ver 

lema I.4), após a. i~-iiicla.nça de escala. dada. no lema. 1.5. 

V.2 Busca Linear na direção de centralização so- 
bre uma "fatia" de custo constante 

Como estamos sohre unia. "Sa.t,i a." clc custo coi~stante, podemos ignoras a contribuição 

c10 custo na. f11n~ii0 de peila.liza.ção iiit.crna. - ver seção 111.1. 

A busca. limas na c1ireçã.o h ,  ser6 dada pela minirnização unidiinen- 

sioilal da, f11nçã.o p na. c1ireçã.o do passo Xh,. Logo, o passo Xh, resultante da busca 

linear será. clado por : 



V.3 Algoritmo de Barnes & Jensen para o prob- 
lema (PD) 

Agora, podemos enuilciar o a.lgoritmo de Barnes & Jensen, que é composto de duas 

partes : uma itera.çã.0 de ce1ltra.liza.çã.o sobre uma "fatia" de custo constante seguido 

de uma do algori tino afim escala.. 

Algoritimo V.l  Algor i tmo Barnes  SÍ Jensen  : Dados rcO E SO, e e E (0,0.5) e 

r7 E R rl E ( O , 1 ) .  

L = o; 
Repita 

j = O; 

Repita 

cTS, 
h, = de - -de, onde 

c T d ,  

Busca. : 

A tua.1iza.çã.o : 
y~+ '  = yi  + Xh,; 

j = j + l ;  
A t é  que S(yJ, 0) < E 

CAlculo da.s Folgas : z j  E ?RnZ, zi = Õ - Ayj; 

Mudança de Escala : 



Direção: 
hn = -(A;A~)-'C 

Novo Ponto : 
y.~+l - i 

- y + 711 h~ ; 

Até  COWVER.GIR. 

O 11a.râ.iuetro 11 6 o fa.tor hcurístico utilizado pelo algoritmo afim escala 

para se evitar a. fronteira. - ver seç5.o 11.7. 

Observe que é miiito mais eficieiite centralizar na  primeira iteração, 

pois se o ponto inicia.1 estiver prósinio da  fronteira a centralização afastará o ponto 

da  fronteira., melhora.nc10 o passo do Afim E s c a h  

V.4 Critérios de parada do algoritmo 

Pa,ra fins de iii~plcii~entação, utilizou-sc os mesinos critérios de convergência adotados 

pa-ra. o algoritmo afim escaja. (ver seção II.9), acresciclo do fato de que devido à 

imprecisões nuii-idricas pode ser que 1150 seja possível de se eiicoiltrar o ponto central 

sobre uma "fatia." dc custo consta11 tjc c0111 a precisão c requerida. 

V.5 Figuras 

Observe na figura. V.2 coino a. elipse a.umeiita. devido à centralização com custo 

com t a.11 te. 



BARNES & JENSEN 

1;'igiira. V.2: Uma. ite.ra.çiio do a.lgoritmo cle Barnes & Jensen 

A figiisa V.3 mostra. as iterações do algoritmo cle Barnes & Jensen 

a té  um ótimo. R.epase cliie a itera.ção Afim Escala desse algoritino tende a aproximar 

os pontos cla fronteira; porém com a ccn tralização com custo constante os pontos se 

afastam da  fronteira. para. o cen1,ro clo conjunto, o que soluciona um dos principais 

"prob1ema.s" c10 Afim Escala. que é a. prosimidacle à fronteira. 

Nas figuras V.4 e V.5 s5.o mostraclas as trajetórias dos algoritmos 

Afim Escala com Passo TJaitá.i.io e Afim I3sca.h com Busca Linear junto com Barnes 

& Jensen, respectivamente. Poclemos através clessas figuras comparar os algoritmos 

Afim Escala. e Bariies & Jenscii. Note como a ceiitra1iza.ção afasta os pontos da  

fronteira, ao contrário c10 Afim 13sca.la.. Observe também que o Afim Escala com 



i"" BBRNES & JENSEN 

Figura V.3: Jtera.çôes c10 Algoril,liio de Barnes & Jensen até um ótimo 
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Busca a.tingiu um Ótimo em 11111 11Umc1.o menor de iterações. 

i.....i AFIM ESCALA COM 
PASSO UNITARIO 

BBARNES & JENSEN 

Figura V.4: Iterações dos Algorit~nos Afim Escala com Passo UnitáriÒ e Barnes & 
Jeiisen 

Nas figuras V.6 e V.7 são inostra.das iteiações do Algoritmo de Barnes 

& Jensen com a. tra:jetória centra.1. 

A figura. V.8 mostra itcsa.ç.ões do algoritmo de Basnes & Jensen para 

uarn região ja, inostra.cla ai-iteriorincnte (ver figura 1I.G). Partindo do ponto interior 

inicial dado na. figura., os algori tmos A fim Escala- com Passo Unitário e B~isca Linear 

não convergem, mas repare que o algoritino de Bxnes Sc Jensen atinge um ótimo. 

Isso se deve a. centra.lização que afash os pontos gerados pelo algoritmo da  fronteira. 

Devido a esse resultado, na. prá.tica pa.ra problemas grailcles utiliza-se o seguinte 



i- AFIM ESCALA COM 
BUSCA 

a BARNES C? JENSEN 

Figura V.5: Itera.@es clos Algoii tinos A f i m  Escala com Busca e Barnes & Jensen 



5 CENTRAL 
COM BARREIRA 

i-"' BBANES & JENSEN 

Figura V.G: Iterações do Algori t1170 cle Ba.riles & Jeiisen com a Trajetória Central 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 
BARNES & JENSEN 

Figura V.7: It,era.ções do Algoritiiio de Barnes Ss Jeiiseil com a Trajetória Central 



algoritino : 

Algor i t ino  V.2 M o d e l o  de Algoritimo Afiim Escala  c o m  Centra l ização c o m  

C u s t o  Coi ls ta i l te  : Dado um p o d o  l.nl.ten:o~. vicivel 

Repita 

Utilizar o a.lgoritmo Afim Escala com Busca Linear; 

Se o ponto gerado estiver proximo da  fronteira Então 
Cei~t~raliza com Custo consta,iile; 

Até CONVERGTR 

i-"' BARNES & JENSEN 



Capítulo VI 

Método dos Centros 

Renegar C241 foi o primeiro a coiisegiiir um algoritmo que resolvesse o problema de 

programaçã.~ linear com uma coiiqil csida.de de O(J12L) i terações, inferior à com- 

plexiclacle do algoritiiio de 1~arma.rka~r (O(izL) iterações). 

A coiistrução feita. por Rmegar foi a seguinte : 

Considere o liroblema. (PD). Agora, acrescente ao conjunto de restrições deste 

problenia. q cópia.s da. restriçâo cTn: 5 I{, oncle IC E !J? é uma constante e 

q E 3, g > 17,. Agora., o prolilcrna, será. dado por : 

T (PR) iniiiimjzar c z 
siijeito a. A z  5 b 

<I< C z -  

oiicle A, h,  c e x estã.0 clefiiiidos con-io na seçã.0 1.1. Para assegurar a existência 

de pontos viá.veis, devemos ter K > 6, onde 6 é o custo cle uma solução ótima. 

A funçã,o cle peiia1iza.çã.o i11 tama. a.ssocia.da a este problema será dada por : 

fJ< = -q log(K - cTz )  - C l o g ( b  - A x ) ~  (VI. 1) 
i=l 

Agora, cada. itera.ção do algori tmo da trajetória é uma busca do centro analítico 

c10 politopo clefii~iclo pelo probleina. (PR), que é uin problema já estudado e 

de geometria. siinples. A si iiiplicic1a.de deste probleina de centralização talvez 

justifique o fa.to deste ter sido o primeiro método de trajetória central para 

prograni aç5.o 1 i iiea.r, 11 rogr a111 a@,o cluadr ákica com rest iições e programação 



O método de Renegas é também conhecido como método de centros, pois 

Renegar utilizou a ca.ra.cterizqã.o de pontos centrais usada por Huard [16] no 

seu método de centros para progra;ma.çã.o não-linear. 

VI.l Direção de Centralização para o Méto- 
do de Centros 

Podemos casa.cterizas o ponto central também através de uma nova definição 

que é equiva.lei-ite à. dada. no ca.pítiilo IV. 

Usando a. Suncã.0 JI(- definida no item anterior, defina o ponto central 

x ( K )  E 3" conio sendo o poiito que sa.tisfa.ça : 

O T Ir' > 'Lj C-+ ,(I{) = argmjn{fIc(x) I x E S , c x < I<) (VI. 2) 

onde .U é o custo de uma, so1uçã.o ótima. pa,ra o problema (PD) 

Essa é uma 11oa oportuiiida.de 1~1.ra. se  verifica.^ porque que o centro é analítico 

e 11ã.o geométrico. A inclusão de q cópia.s da  restrição cTx 5 Ii' aumenta o 

peso dessa. restriçã.~ na Suilção fIi, e produz o efeito de afastar o centro da  

Az 5 21 com centro a.ila.lítico e com uma restrição c'x I 1< 

Renegas descobriu que para. q >_ 77. o centro está "bastante "perto" da  solução 

ótima., ou seja., cTx(Ir') 5 'Lj $ K/2 .  



Centro com q copias 
da restricao 

cTx < K / 

Figura VI.2: Politol~o An: _< b com centro analítico e com q cópias da  restrição 
cTz < I( 

A nossa ca.racteriza.ção de ponto central está bem definida, pois fK é estrita- 

lnente convexa. e cresce indeíinida.iiiente perto da fronteira do conjunto viável. 

Agora, considerando o problema (PR), procedemos da, mesma maneira para 

calcular o ceiitm do conjiiiito viá.vel que no capítulo IV, só que a.gora a função 

de l~eiia.lizaçã.o interna será. dada. por e incorporamos 1 cópia da  restrição 

cTz 5 IC a. matriz A do problema. original (observe que o peso das q cópias da 

restrição cTn: < I{ está incorporado a.0 proldeina na função fK). 

Assim, reescrevendo o problema. (PR), temos que : 

Aplicando o resultado da seção IV. 1.4 temos que a direção de centralização hR 

pam. o método de Rmega.i. serrí. clacla. por : 

(VI. 3) 



onde hn E 'P, e E W, e = [ I . .  . 1IT e Ak é a matriz A após a mudança de 

escala dada no Lema 1.5. 

VI.2 Atualização do parâmetro K 

Resta-nos saber como faremos pam, atualizar o parâmetro I{ a fim de garantir 

a convergência, c10 algori tino. 

Renegaar cle~noiistroi~ em [24] que K pode ser especificasdo como : 

onde o subíndice I,: deiiot,a. a. I;.-ési 11x1. i teraç6.0 do algoritmo e ,B E (O, 1). 

O uso de ,B n111ito prósiino de 1 produz passos curtos, baixa complexidade 

e ~ O L I C ~ .  eficiência. na. prákica.. Valores de ,B pequenos produzem passos 1011- 

gos e algorihios eficientes, mas com complexidade de O(?zL) iterações - ver 

Gonzaga. [13]. 

VI.3 Algoritmo de Renegar 

Agora., podcinos enu11cia.r o algoriti-rio cle Renegar. 

Algori t ino VI.1 A l g o r i t n ~ o  Renegar  : Dados z0 E SO, e E (0,0.5), ,B E 

Repita 
yo - !i. - x ,  

Repita 



lzn = -(ATA)-'ATe (ver seção ~1 .1 ) ;  

Novo ponto : 
yj+' = y' + XhR; 

k = k $ l ;  
Até CONVER.GIR 

VI.4 Critérios de parada do algoritmo 

Os critérios cle pamcla. utjliza.clos para o algoritmo de Renegar, foram: 

1. o número de itera.ções do a,lgoritino; 

2. 13a.ra.r qua.nc1o se eiicon trax .2: tal que cTn: < 2-L, na  prática em vez de 2-L 

toma.-se um número /L ta.1 que / L  seja cla ordem de 10-'. 

VI.5 Figuras 

As figiiras VI.3, VI.4 e VI.5 i~iosli.a.ii~ a primeira,, segunda e terceira iteração do 

a.lgoritmo de Renegar, resl>ectiva.ii-ieilte, juntamente com a trajetória central e 

curvaa cle nível. O i~~esrrio é feito para as figuras VI.G, VI.7 e VI.8 para uma 

regiiio diferente. 



Figura. VI.3: Primeira. i1,era.çã.o do Algoritmo de Renegar 



\ Traj etoria 
Central 

Figura VI .4: Segiii-icla. Ttera,ção do Algositino de Renegas 



Figura. V1.5: Terceira. Tt,csa.çã.o do Algoritmo de Renegar 



Figura V1.G: Primeira. itesa.çií.o do Algoiitmo de Renegar 



Figura VI.7: Segiincla. 1tera.çã.o do Algoritmo de Renegas 



I 

Figura. V1.S: Terceira 1tera.çã.o c10 Algoritino de Renegar 



Capítulo VI1 

Trajetória Central 

No capítulo IV já havíamos mencionado a utilidade e as propriedades de pontos 

centrais, e nos capítulos seguintes estudamos dois métodos que "seguiam" a traje- 

tória central, porém sem utilizar a função de penalização interna. Megiddo [22] foi 

o primeiro a estudar a trajetória central e utilizou a função penalizada, portanto, 

vamos definir formalmente a trajetória central a partir de (IV.6) : 

Definição VII.l Trajetória Central  

Considere o problema (P) e a função penalizada f,. A trajetória 

central é dada pela curva a E X+ ++ .(a) E SO. 

O nosso objetivo é obter um algoritmo que "siga" essa trajetória. Seja 

p E (w-, w+) c-, x(p) uma parametrização da trajetória central, com w+ > w-, 

w+ possivelmente infinito. Todos os algoritmos de trajetória seguirão o seguinte 

modelo : 

Algoritino VIL1 Modelo de Algoritmo de Trajetória Central : Dados  xO E 

Sol e po E (w- , w+), c o m  xo = x(po). 

k = o; 
Repita 

Escollia p h + ~  > pk; 

Chame um algoritmo interno de minimização para encontrar 

k+l 
S. = x ( P ~ + ~ ) ;  



A t é  CONVERGIR 

No caso da função penalizada, utilizando a parametrização definida 

na equação IV.9, escolhemos a k + l  de modo que : 

onde p é uma constante positiva. 

Nós já temos um algoritmo para encontrar o ponto "aproximada- 

mente central", que é o algoritmo dado no capítulo IV. Portanto, o nosso algoritmo 

implementável será dado por : 

Algoritino VIL2 Algoritimo de Trajetória Central : Dados zO E SO, E E 

(0,0.5), a o  E (0,0.5) 8(zo,ao) < c, p E %+,L > 0. 

k = o; 
Repita 

Escolha a k + ~  = (1 + p)ak; 

Chame um algoritmo interno de centralização para encontrar 

{xkfl E $ I 8(z"l, ak+1) < c} 

k = k $  1; 

A t é  que  (ak > 2L) 

VIL 1 Direção de Centralização para o prob- 
lema (PD) 

Recordando do capítulo 111, a função de penalização interna para o problema (PD) 

é dada por : 

fa(x) = acTx + ~(2). 

Do capítulo VI1 sabemos que para resolver o problema de central- 

ização, basta aplicarmos o algoritmo de Newton-Raphson à função de penalização, 

ou seja, a direção de centralização hT para a trajetória central é dada pela direção 



de Newton-Raphson para um problema no formato dual, após a mudança de escala 

dada no Lema 1.5 - ver (IV.lO). Logo : 

onde dc e de estão definidas como em (1.1) e (I.2), respectivamente, após a mudança 

de escala como dada no Lema 1.5. 

Observe que a única diferença em relação à direção de centralização 

com custo constante hc é a presença da contribuição do custo, já que agora a # 0. 

VII.2 Escolha da atualização do parâmetro a 

De acordo com a escolha de p em (VII.l), obtemos diferentes comportamentos para 

o parâmetro a .  Tomando-se p = 0.1/2/n obtem-se um algoritmo de trajetória central 

de passos curtos. Esse foi o primeiro algoritmo de trajetória central para a função 

penalizada (a descrição de convergência desse algoritmo com uma complexidade de 

O(n3L) operações aritméticas é encontrada em Gonzaga [9]). Mais ainda poderíamos 

aumentar ainda mais o parâmetro a e assim mesmo garantir a convergência do 

método. Gonzaga mostrou em [12] que tomando-se p > O.l /+,  obtem-se um 

algoritmo de trajetória central para a função penalizada que converge em O(pnL) 

iterações do algoritmo de penalização interna (que é o afim escala aplicado à L). 
Denominou-se a esse algoritmo de trajetória central de passos longos. 

VII.3 Algoritmo de Trajetória Central para o 
problema (PD) 

Algoritmo VII.3 Algoritmo d e  Trajetória Central  : Dados zO E SO, 6 E 

(0,0.5), ao E (0,0.5), tal que S(zo, ao) < c, p E %+,L > 0. 

k = o; 
Repita 



Penalidade : li = yak, em geral, utilizamos y tal que y = (1 + p ) ;  

Repita 

Cálculo das Folgas : z j  = b - Ayj; 

Mudança de Escala : 

k k  Zk = diag(zl, z2 , .  . . , zk) 

Ak = ZklA; 

Direção : hT = -a& $ de, onde : 

a, = -(A;A~)-~c 

Proximidade : Calcule 8 = S(yj, 6)  - ver definição IV.4 

Busca : resolver aproxiinadamente 
- 

X = asginin{f,(yj + X ~ T )  1 yj + XhT E SO, X > O), 5 E 3; 

Novo ponto : 
yj+l = Y s ' + XhT; 

j = j + l ;  
Até que S < c 

Atualização : 
xk+l = j. Y , 
(Yk+l = Q; 

b =  k + l ;  

Até que (ak  > 2L) 

Os Critérios de Parada siio os mesmos iitilizados para o método dos 

centros (ver capí tu10 VI - Seção VI.4). 

VIL4 Observação 

Para a visualização gráfica da trajetória central, deve-se utilizar o algoritmo VII.3 

com passos curtos. Utilizando-se o algoiitmo VII.3 com passos longos, é possível de 



se visualizar o coinportameilto do dgoritmo a cada iteração, mas os pontos gerados 

pelo algoritmo não são suficientes para visualizar a trajetória centra,l (consulte o 

capítulo VI11 para maiores detalhes). 

VII.5 Figuras 

Figura VII.l: Primeira Itesaç5o do algoritmo de Centralização 

A figura VIL1 mostra uma iteração clo algoritino de Centralização a partir de um 

ponto interior inicial. Observe que o algoritmo de Centralização não começa de um 

ponto inicial, mas do centro analítico do conjunto viável a uma distancia S - ver 

definição IV  .4. 



E 3  CENTRAL 
COM BARREIRA 

Diaanua ao Centro = 1 

Figura VII.2: Iteiações do Algoritmo de Centralização para y = 5 

As figuras V11.2 e VII.3 mostram iterações do algoritmo de Central- 

ização para diferentes va~lores de 7. Observe que na figura VIL3 que cada itemção 

do algoritmo vale por duas iterações da figura VII.2, o que já era esperado pois o 

valor de atualização do paranletro a, y, foi elevado ao quadrado. 

As figuras VIL4 e VII.5 mostram o mesmo que para as figuras VII.2 

e VI1.3, respectivamente, só que ainpliacias com um zoom perto de um ótimo. 

As figuras VII.6, VIL7 e VII.8 mostram o que acontece com o al- 

goritmo de Centralização se variarmos a distancia ao centro de um valor com boa 

precisão (6 = 0.01) até um valor de pouca precisão (6 = 5 ) )  ou seja, tomando-se 

pontos próximos a trajetória central até pontos afastados da trajetória central. 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Gamma = 25 

Distancia ao Centro = 1 

As linhas pontilhadas 

representam os passos 

intermediarios ate a 

:entralizacao 

l 

i 

c 

Figura VII.3: Iterações do Algoiitino de Centralização para y = 25 

As figuras VII.9, VII.10 e VII.ll  mostram o mesmo que as figuras 

VII.6, VIL7 e VII.8, respectivamente, só que agora ampliadas de um zoom e perto 

do ótimo. 



Gamma = 5 

Distancia ao Centro = 1 

E CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura VII.4: Iterações do Algoritmo de Centralização para y = 5 com Zoom 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura VII.5: Itesações do Algoritmo de Centralização para y = 25 com Zoom 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura VII.7: Iterações do Algoritmo de Centralização para S = 1 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura VII.8: Iterações do Algoritmo de Centralização para S = 5 



CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura VII.9: Iterações do Algoritmo de Centralização para S = 0.01 com Zoom 



B CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura VII.lO: Iteiações do Algoritmo de Centralização para S = 1 com Zoom 



i-i CENTRAL 
COM BARREIRA 

Figura VI1.11: Iterações do Algoritmo de Centralização para 6 = 5 com Zoom 



Capítulo VI11 

Implement ação 

Os algoritmos de pontos interiores sã.0 facilmente iinplementáveis devido à sua 

simplicidade e eficiência. En t setanto, cluaildo da implementação surgem vários 

fatores que 11ci.o sã.o levados em conta cluando da análise teórica dos algoritmos. 

O maior "problema" do ponto de vista de implementação dos algoritmos está 

na  inversã,~ de matrizes, já que todos os algoritmos utilizam uma projeção 

para obter uma. c1ireçã.o ao lo11go da qual a fiinção objetivo (no caso, a função 

custo) será, ininimizacla. (ver ca.pítulo I - seção 1.2). 

Pa.ra a visua.liza.ção gráfica., pode-se utilizar qualquer método numérico de 

inversão de matrizes já que a dimensão clos problemas é pequena (só analisamos 

problemas no ?R2 e ?R3 e com um nfimero pequeno de restrições - da  ordem de 

60). 

Para se gaxaa-itir uma. inell-ior 11recisã.o nuinéri ca dos algoritinos, todos os prob- 

leinas foram norma.liza.clos, toina.nc10-se como norma a norma euclidiana no 

an. 

Todos os a.spectos de imp1emei-ita.çã.o citados nos pará.grafos anteriores são 

referentes à i mplement açã.0 iiumérica clos algoii t mos de pontos interiores. Nas 

seções subseclfientes clescreveremos a implementação referente à visualização 

gr a 'f lca. 



VIII. 1 Curvas de Nível da Função Barreira 

No capítulo IV - seção IV.2 a.presentainos um algoritmo para se visualizar 

as curvas de nível da funçã,o barreira. Do ponto de vista gráfico, para que 

o algoritmo fique mais eficiente é necessário uma modificação naquele algo- 

ritmo. Observe que no algoritino anterior estávamos procurando pontos x E S 

tal que : 

JI(~) = k ,  oilcle k é uma constante 

logo : 

mas como k é constante, e' também é constante. 

Assim, em vez de se utilizas a. funçã.o barreira 1oga.rítmica p, utiliza-se a função 

multiplicativa O(.) cla.cla. por : 

Para se clesenlias as curva.s cle nível, utilizou-se o método de Bezier.Para tal, 

é necessásio que se escol1ia.m pontos de controle. Escolhemos os pontos de 

controle de modo que a curva obtida fosse contínua de primeira ordem. O 

proceclimento adota.clo foi o seguinte : 

1. a ca.cla quatro pontos da curva p0,1i1,p2,p3, obtenha a seta paralela ao 

segmento de seta p0p2 que passe por pl; e a reta paralela ao segmento de 

reta. p1p3 que passe por p2; 

2. em seguida, obtenha o ponto de ii1terseçã.o entre as duas retas paralelas 

c1esciita.s no item anterior. O ponto resultante é o ponto de controle para 

a curva. ele Bezier. 



O ponto de controle obtido pelo procedimento acima, irá gerar o segmento de 

curva. entre os pontos p1 e p2; O procecliinento acima é então repetido para 

todos os pontos da curva até que a curva fique fechada. O procedimento 

descrito a.ciina gamnte a contin~~iclacle de primeira ordem, pois os lados dos 

dois triâ.ngulos (gerados por pl, ponto de controle e p2) adjacentes ao mesmo 

ponto estão numa inesina linha.. 

VIII.2 Curvas de Nível para o método de 
Renegar 

O procecliineiito a ser a.clota.clo é o mesmo que no item anterior só que agora a 

função O(.) é cla.cla. por 

onde I{, q estão clefii-iiclos como em (VI.l) e Ã e E estão definidos como no 

problema (PR) - ver seção VI.l. 

Trajetória Central 

Para se visualizar a trajetória central, utilizou-se também o método de Bezier. 

Para se obter os pontos de controle, utilizou-se o fato de que a direção gerada 

pelo dgori tino a.fini-escala. é tangente à trajetória central; esse fato está demon- 

strado em [%2]. Assim, adotamos o seguinte procediinento para a geração dos 

pontos de controle : 

1. a cada. dois pontos poepi da. curva, obtenlia a reta que passe por p0 na 

c1ireçã.o gerada pelo algoritmo afim escala a partir de pO; e a reta que 

passe por p1 11" c1jreçã.o gerada. pelo algoritino afim escala a partir de pl; 

2. obtenlia. o ponto cle interseção entre as duas retas mencionadas no item 

anterior. O ponto result,a.nbe será. o ponto de controle para o "segmento" 

de curva que p s s e  por p0 e pl. 



A continuicla~cle de primeira ordem é ga,ra,ntida do mesmo modo que na  seção 

VIII. 1, ou seja., os polígonos gerados pelos pontos de controle são triângulos e 

os polígonos a.clja.cen tes gerados possuem um vértice em comum. 

Elipses 

As elipses foram gerada,s também através do método de Bezier, com pontos de 

controle gerados pelo mesmo procedimeilto aclo t ado para as curvas de nível da  

funç5.o barreira - ver seç5.0 VIII. 1. 

Programa Interativo 

O progra.ina. intera.tivo que resultou da impleinentação dos algoritmos de pon- 

tos interiores, permite a.o usuc?.rio visua.lizar qualquer um dos algoritmos es- 

tuda,clos do capítulo 11 ao capítulo VII. A região viável pode ser pré-definida 

com os valores cla matriz A, dos vetores b e c, e com um ponto inicial viável 

zO; pode-se tainbém desei111a.r a. região viável e variar o ponto inicial viável xO 

e o vetor custo c. 

Os algoritinos dos ca,pítulos 11, I11 e V podem ser visualizados a cada iteração; 

enquanto que o a.lgoritino de trajetória central pode ser visualizado com a 

tra.jetória central ou com os passos (curtos ou longos). 

Toda a. iiiip1ementa.çã.o compu taciona1 foi feita na linguagem C. 



Capítulo IX 

Conclusão 

Conseguimos iii-ip1ementa.r todos os a.lgoritmos para problemas com diferentes 

regiões vic7.veis e visua1iza.r t90clos os a.lgoritmos para problemas no g2. 

Todos os resulta.clos teóricos testados foram os esperados quando da  visual- 

izaçã.0 grá.fica.. Apesar de traballiarmos com problemas de dimensões peque- 

nas, podemos 011serva.r utilizando o progra,ma interativo, que a medida que o 

número de restrições a~iinenta. os algoritmos de trajetória central convergem 

mais rapic1a.inente para um ótimo. 

Para prob1en-ia.s no g3 só a.na.lisainos o caao de uma região pré-definida bem 

simples e somente pa.ra a trajetória central. Sugerimos que para implementa- 

ções posteriores sejam a.iia.1isa.cla.s regiões no g3 para todos os algoritmos que 

foram estuda.da.s nessa tese, possivelmente usando técnicas de sombreamento 

para a trsjetória central. Esse seria uin estudo muito importante, pois no 

espaço tridiinensjona.1 poderia.-se 14sua.liza.r alguns casos patológicos que não 

ocorrem no V. 
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