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Capitulo I

Introducao

Nesse trabalho, desejamos visualizar graficamente o comportamento de algoritmos
de pontos interiores para problemas lineares. Os métodos de pontos interiores para
problemas lineares sdo uma descoberta recente na érea de otimizagao, os algoritmos

resolvem problemas de programacio linear evoluindo no interior relativo do conjunto.

A visualizagdo grafica de métodos de otimiza¢do vem sendo cada
vez mais utilizada por pesquisadores como uma ferramenta na elaborac¢io de novos
algoritmos e para auxiliar o pesquisador a pensar em novas idéias. Os professores
a utilizam cada vez mais para que os alunos entendam os métodos de otimizacao
de maneira mais clara. Até mesmo na matemadtica pura, a visualiza¢do grafica vem

sendo cada vez mais aceita como uma ferramenta auxiliar na pesquisa.

Dentre os problemas de otimizagao, estaremos interessados num pro-
blema em particular, o problema de programagdo linear. Esse problema pode ser
enunciado da seguinte forma :

(P) minimizar ¢’z

sujeitoa Az =10
x>0

onde ¢ € $",b € ™ A € R™*" & uma matriz de rank méaximo e dimensio m X n,

n > m.

A regido viavel do problema (ou seja, a regido no espaco R™ na qual

o conjunto de restri¢des é satisfeito) serd dada por :

S={zeR"| Az = b,z > 0}.



Vamos sempre supor que S é limitado e com interior relativo nao
vazio dado por :

S0={zeR"| Az =b,z > 0}.

O problema de programacio linear foi solucionado por Dantzig [4

p ! G

que desenvolveu o método simplex, que é o algoritmo mais utilizado para a solugio

deste problema ainda hoje. Apesar da sua eficiéncia e elegancia, o método simplex
)

tem convergéncia exponencial no pior caso, o que foi demonstrado por Klee e Minty

[21].

Em 1978, Khachiyan [19, 20] desenvolveu o método dos elipsdides,
que resolveu o problema de programagio linear com convergéncia polinomial. Isto
estimulou novos estudos na area, porém as implementacoes deste método revelaram-

se extremamente ineficientes, o que reforgou ainda mais o método simplex.

Somente em 1984, com a publicagio do algoritmo de Karmarkar [17]
(ver capitulo III), foi que se obteve um algoritmo que resolve o problema de pro-
gramagao linear com complexidade polinomial de maneira eficiente. O limite do
nimero de iteragdes é O(nL) e do nimero de operagdes é de O(n®*®L), onde L é o
tamanho da entrada de dados do problema (o total do niimero de bits utilizado na

descrigdo do problema).

A publicagéo do algoritmo de Karmarkar nio foi revolucionaria ape-
nas pelo fato deste apresentar complexidade polinomial, mas também pelo fato de
Que esse algoritmo evolui pelo interior do conjunto vi4dvel, enquanto que o método
simplex evolui pela fronteira do conjunto vidvel (precisamente nos vértices do con-
junto viavel). A partir de Karmarkar, desenvolveu-se uma famiilia de algoritmos
conhecida por métodos de pontos interiores. Para um ndmero muito grande de
variaveis, implementagdes dos algoritmos de pontos interiores obtiveram resultados

excelentes — ver Adler e Monteiro [1].

A visualizagdo grafica de algoritmos de pontos interiores é muito
interessante, pois como os algoritmos evoluem pelo interior do conjunto, os graficos
resultantes das trajetérias geradas por esses algoritmos ilustram muito bem o que

acontece com os diferentes métodos. A figura 1.1 ilustra o que foi dito (observe a



evolugio da trajetdria do algoritmo no interior do conjunto).

== KARMARKAR

Figura I.1: Algoritmo de Karmarkar

A formulagdo original do algoritmo de Karmarkar necessitava do
chamado simplex unitario, e partia do principio de que se conhecia o custo de uma
solucdo 6tima ou que se existia um método eficiente de se computar limitantes inferi-
ores ("lower bounds”) para esse custo. Apds varios estudos obtiveram-se algoritmos
mais simples como o Afim Escala (ver capitulo II) ou o algoritmo Afim de reducado

potencial, que sdo variantes do algoritmo de Karmarkar.

Mais tarde, novos métodos surgiram e ainda mais eficientes que o

algoritmo de Karmarkar, os chamados métodos de trajetoria central — ver capitulos

Iv, VI, VIL



Atualmente ainda se debate muito sobre as vantagens dos algoritmos
de pontos interiores sobre o método simplex, mas sem divida, com o renascimento
dos algoritmos que trabalham no interior do conjunto, a geometria do compor-
tamento desses algoritmos além de ser interessante e intuitiva, proporciona novas
idéias de como se desenvolver algoritmos mais eficientes e que possam ser utiliza-
dos para resolver outros problemas como o problema de programagcio inteira e de

programagcio nao-linear.

I.1 Formato dos problemas

Vamos utilizar dois formatos especiais para o problema de programacao linear :

e O formato primal baseado em restri¢des de igualdade e em varidveis nao-
negativas, normalmente conhecido também como formato padrdo. O problema

(P) definido anteriormente representa um problema nesse formato.

e O formato dual que se baseia em restri¢des de desigualdade, ou seja, um prob-
lema estd no formato dual quando este problema é da forma :

(PD) minimizar cf'z

sujeitoa Az <b
onde ¢ € R*,z € R*, A € R™™ & uma matriz de rank maximo e de dimensio
m X n. A regido vidvel para o problema (PD) serd dada por :

S={zeR"| Az < b}.

Vamos sempre supor que S é limitado e com interior relativo ndo vazio dado
por :
S50 ={z € R" | Az < b}.

Como para a visualizagio grafica, o formato dual é mais adequado,

todos os algoritmos serdo dados para problemas nesse formato.



I.2 Definigoes

Definigdo 1.1 Dado um problema de programagio linear no formato primal.Um
vetor b € R™ é uma dire¢do vidvel a partir de z € S se e somente se existe um

a>0talquem—|—ah€5’.

Definicdo 1.2 Seja M € R™X™ wuma matriz de dimensdo m x n, M qualguer. O

seu conjunto imagem € dado por R(M) = {Mz | ¢ € R"} e o seu espago nulo

N(M) = {z € ®" | Mz = 0}.

Todo vetor d € R" pode ser unicamente decomposto como d = dp+d,,
onde d, € N (M) e d, € R(MT), j4 que N (M) e R(M7) sio espagos ortogonalmente
complementares. d, ¢ d, sio as projegdes de d no N (M) e no R(MT), respectiva-

mente. A figura 1.2 ilustra o vetor custo ¢ e a sua decomposigéo.

Como o operador de projecdo é linear, podemos representa-lo por
uma matriz Py, de modo que d, = Ppd. O complemento ortogonal serd dado por
d, = Pyd, onde Py = I — Pp. Se M & uma matriz de rank méaximo (portanto,

inversivel) podemos definir explicitamente Pys. Assim, temos que :

Definic¢do 1.3 A matriz de projegio Pyy no espago nulo de M ¢ dada por :
Py =1—-M"(MM")*M

se M € uma matriz de rank mdzimo.

1.3 Resultado Importante

Lema 1.1 Considere o problema :

minimizar f(z)
sujeito a Az =10
xeT
onde [ : T —— R € diferencidvel, A € R™*™ & uma matriz de dimensdo m X n,

T C R™ aberto.



Figura .2: Decomposic¢do do vetor custo : ¢ =¢, 4 ¢,

Uma condigdo necessdria para que z € T' seja solugdo do problema

acima € que :

PyVf(z)=0,Az =b

onde Py é a matriz de projegio sobre N(A) definida como na defini¢io 1.3.

I.4 Regras de traducao do formato primal para
o formato dual

A partir do problema (PD), podemos adicionar varidveis de folga z obtendo assim

restrigdes de igualdade. O problema resultante pode ser simplificado chegando-se a



Jormulagdo primal correspondente ao problema (PD), ou seja :

(PP) minimizar Tz — ¢y

sujeitoa Az =0
z>0

onde ¢,z € R™, b € R, A € R"*™ 6 uma matriz r x m,m > r. A é uma matriz de
rank méximo. Essa transformagéo foi feita em Gonzaga [11], e listamos a seguir os

principais resultados.

A variavel de folga z é dada por :
z=b— Az
e o conjunto de varidveis de folga F é dado por :

F={ze R | Az + z =0, para algum z € S}.
Os resultados obtidos sdo os seguintes :

Lema 1.2 Os espagos nulos e as projegées sdo relactonados por :
R(A) = N(A) = N (Pyr) LN (AT)

Ps+ Pyr =1

Lema 1.3 Diregoes vidveis equivalentes hy e h, em S e F respectivamente sdo rela-
cionadas por :

h, = —Ahg

hy, = —(AAT)_lAThZ

Lema 1.4 A dire¢io hy em S correspondente & proje¢do de um vetor d € R™ em
N(A) é dada por :

hy = —(AAT)1ATq,
Em particular, as direcées em S correspondentes ao custo projetado ¢, e o vetor

e =[1...1]T projetado e, no espago nulo de A sio dadas por :

d, = (ATA) e (I.1)



d. = —(ATA) 1A%, (1.2)

Todas as diregoes utilizadas nos algoritmos sdo combinagdes lineares dessas diregdes.

Lema 1.5 Os resultados dos lemas anteriores continuam idénticos para problemas

escalonados na folga 2*, apds a sequinte transformagdo :
Ay — Z7 A by — Z71,

onde Zy = diag(zf,...,zE).

I.5 Objetivo

O objetivo dessa tese é visualizar graficamente o comportamento dos algoritmos
de pontos interiores, analizando inclusive alguns casos patologicos. Procurou-se
escolher os algoritmos de pontos interiores mais representativos. Do capitulo II ao
capitulo VII, cada algoritmo é analizado separadamente e em ordem cronoldgica, a
fim de se observar também a evolugio dos métodos de pontos interiores. O capitulo

VIII concerne os aspectos relativos & implementagdo dos algoritmos.

1.6 Notacao

Vamos usar vetores coluna e matriz denotados por letras mintsculas e maiusculas,
respectivamente. Os diferentes vetores serio denotados por indices superiores; os
indices inferiores denotarao as componentes do vetor. As diferentes matrizes serdo
denotadas por indices inferiores. A letra e denotara o vetor dado por : e = [1...1]7,

com dimensé&o explicitada no contexto.



Capitulo 11

Algoritmo Afim Escala

O algoritmo afim escala para um problema de programagao linear dado no formato
primal foi o primeiro algoritmo de pontos interiores, e foi publicado por Dikin em
1967 [5]. Em 1974, Dikin [6] provou a convergéncia global do algoritmo afim escala
com passo unitario na direcido gerada pelo algoritmo. Surpreendentemente, esse
algoritmo ficou esquecido até a publicagdo do algoritmo de Karmarkar [17]; a partir
de entdo, como o algoritmo de Karmarkar provou-se eficiente (ver Capitulo III)
varios pesquisadores passaram a reexaminar os métodos que trabalham no interior
do conjunto vidvel (chamados de métodos de pontos interiores). O algoritmo afim
escala de Dikin para problemas lineares foi um dos primeiros a serem estudados,
devido & sua simplicidade e eficicia. Em 1988, Barnes[3] e Vanderbei, Meketon e
Freedman [28] provaram que o algoritmo afim escala converge com a hipétese de néo
degeneragdo primal e ndo degeneragio dual. Em 1989, Gonzaga [14] provou que o

algoritmo afim escala converge com uma busca na dire¢do gerada pelo algoritmo.

O algoritmo afim escala segue basicamente o método de Cauchy, ou
seja, a dire¢do de busca é a direcio de maximo declive da fun¢io objetivo apds uma

mudanga de escala, seguido de uma busca linear nessa diregao.

I1.1 O Método de Cauchy

O método de Cauchy pode ser considerado um dos primeiros métodos de otimizagao

para problemas lineares.
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Sejam f : R™ —— RN uma funcio continuamente diferenciavel e

2 € ¥ um ponto dado.

Agora, considere o problema de minimiza¢do dado a seguir :

min f(z)
z e R

Considere a aproximagéo linear de f baseada na série de Taylor em

torno do ponto zj; dada por :
Fla+ b)Y = f(zi) + gl b
onde g = —V f(zy), h € R".

Uma boa maneira de se reduzir a fungio objetivo f é tomar uma

diregdo h tal que g i é grande e negativo, ou seja :

gih <0

Entao, o nosso objetivo é escolher h de dentre todos os vetores nor-
malizados de modo a minimizar g} k. Dada uma norma || - || no ", hy € X" é a

solu¢do do problema de minimo dado por :

min{gi & ||| h ||< 1}

Tomando-se a norma euclidiana no ®*, ou seja, || A ||= (A¥h)/? a

solu¢ao do problema serd dada pela direcdo oposta & do gradiente, entdo :

gk

hy = —5—.
g

Observe que a normalizagio da dire¢io ndo é importante em algorit-
[ K I LY R
mos que fazem buscas, e toma-se como "direcio de maximo declive” simplesmente

hk = —(k-

Como estamos usando uma direcio de declive, ou seja, gf hr < 0,

para garantir que um algoritmo utilizando essa diregiio ird convergir, é necessario
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que se faga uma busca linear na dire¢io h; dada acima. Assim temos que, sendo
AeR:
A = argmin{ f(zr + M) | X € Ry}

com passo dado por Ahy. Essa busca pode em geral ser aproximada, necessitando-se

de baixa preciséo.

II.2 Mudanca de Escala

Considere agora o problema (P) (ver capituloI). Para se aplicar o método de Cauchy
é necessério se trabalhar numa bola e para o problema (P) existe o inconviniente de
que as variaveis sdo positivas; e também seria interessante se pudessemos escolher
uma regido que representasse de maneira mais adequada o formato da regido viavel.
A regifo mais simples possivel é o maior elipsdide simples possivel no primeiro
ortante. O elipsdide com eixos paralelos aos eixos coordenados (portanto simples;
e observe que esse elipsdide ndo é influenciado pelas restrigbes Az = b) quando
interceptado com a regidio S é o elipséide procurado. Esse elipséide sera a regido de

confianga a ser adotada quando da minimizacdo da funcio custo.

Sejam um ponto z*¥ € R" dentro da regiio vidvel S e h € R"*; a
equagdo do elipsdide serd dada por :
RTD?h =1 (IL.1)
onde D = diag(Z, 5,...,-%).
11,1 fl,,z .’Un_

O elipsdide estd centrado no ponto z* e¢ tem comprimento de eixo

iguais as coordenadas de x*.

Seja y € R, com a mudanga de escala dada por :

i
Yi= 7%
x;
ou equivalentemente :
x = Xy, onde X; = diag(a¥,z5,...,25) (I1.2)

o elipséide se transforma numa bola e leva do ponto z* para o ponto e = X1z,
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Apds a mudanga de escala, estaremos trabalhando numa bola e entdo
podemos aplicar o método de Cauchy dado no item anterior. A mudanca de escala
como definida em (I[.2) serd utilizada em todos os algoritmos de pontos interiores

para problemas dados no formato primal.

I1.3 Direcao do algoritmo afim escala para o pro-

blema (P)

Agora, j4 temos uma regifio de confianga onde minimizar a fungdo custo (o elipséide
simples da se¢do anterior). O resultado dessa minimizagio é equivalente a uma
mudanga de escala como da na secio 1.2, e em seguida utilizar o método de
Cauchy, pois apds a mudanca de escala, a regido de confianca passa a ser uma bola.
Aplicando-se o método de Cauchy ao problema (P), obtemos a direcdo de busca
do método afim escala para um problema no formato primal, ou seja, a diregdo de
busca do método afim escala h, a partir de um ponto zF € S° é dada pela diregdo
opostd ao gradiente da fungéo custo projetado no espago nulo de A apés a mudanga

de escala como dada na se¢io 11.2, ou seja :
ha = =X Pix, Xic (IL.3)
onde hy € R" e X; é a matriz mudanga de escala como dada em (II.2).

Observe que a projegio no espago nulo de AX}, é necessiria devido

ao resultado do Lema [.1.

II.4 Direcao do algoritmo afim escala para o pro-
blema (PD)

No caso de um problema no formato dual a mudancga de escala a partir de um ponto

z* € §° é dada por :

e Célculo das Folgas : zF € ®™, 2% = b* — Azk;



13
o Mudanca de Fscala :

Zy € Rmx™ 7 = diag(zf, 25 2F)

29" 1”%m

A € ?Rmxn,Ak = Zk—lA

Utilizando-se das regras de tradugao (ver segdo 1.4 — Lema 1.4) e do
resultado do item anterior, a dire¢do h4 do algoritmo afim escala para um problema

no formato dual é dada por :
ha = —(ATAL) e (11.4)

onde hy € ™.

II.5 Elipses para o problema (PD)

Considere o problema (PD). Seja a* € S° um ponto dado. Os elipséides utilizados
como regido de confianga foram definidos a partir do problema no formato primal
(ver seco I1.2). Assim, é necessério que consideremos o problema (PP) no formato
primal correspondente ao problema (PD) (ver se¢@o 1.4), para obter os elipséides

correspondentes a um problema dado no formato dual.
Sejamz€R™ ez € 5% z2=0b— Av e 2F ¢ R™, 25 = b — Ax*.

A equagio do elipsdide centrado no ponto z* para o problema dado

acima — ver (II.1), é dada por :
MTZ%h =1
onde h € R™ e Z, € R™*™, 7, = diag(z1,22,- -+, Zm)-

Utilizando-se das regras de traducdo (ver segio 1.4), obtem-se a e-

quagédo do elipséide para o problema no formato dual. Entao temos que :
KTDh =1

onde D € ™" D = ATZ A e h c R
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Para visualizagio grafica, consideraremos o problema bi-dimensional

no formato dual, e pode-se obter explicitamente a equagio da elipse, ou seja :
RTDh =1

onde h € R2 e D € R?*2 ¢ D é dada por :

m m

azlazZ
;b—Ark) ;b—Am)
e azla'z2 =
;b—Am) 1=Ib—Awk)

k

, € com comprimento dos eixos

A elipse estd centrada no ponto z
dado pelo inverso da raiz quadrada dos auto-valores da matriz D e com dire¢ao dos

eixos dada pelos auto-vetores da matriz D.

I1.6 Passo Unitario para o problema (PD)

Figura II.1: Passo Unitario na Direcéo hy

‘Seja um ponto x € R" interior & regido vidvel do problema (PD) e a € ;..
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O passo unitario ahy para o método afim escala serd dado pela in-
tersecdo da elipse centrada no ponto interior 2 (definida na se¢do 11.5) com a semi-

reta definida por @ + ah4. Entio, o passo ahy serd a solugédo de :
(a'hA)TD(a'hA) =1

onde D € R?*? estd definida como na se¢io I1.5 e ha € R™ estd dada como em (I1.4).

Assim, temos que « serd dado por :

(IL5)

I1.7 Busca Linear

Seja z* € R™ um ponto dado e interior & regifio vidvel do problema (PD).

Caso néo se utilize o passo unitario é necessario que se faga uma

busca linear na dire¢do h4, ou seja, minimizar a fungiio () : R —— R dada por :
o(A) = cT(a; + Ahy)
para z + A4 viavel,
No caso linear, como a dire¢do hs é uma diregio de declive, ou seja :
cThy <0
basta encontrar o maior passo A4 tal que z + A4 seja viavel, ou seja :
A = argmax{\ | A(z* 4+ Ahy) < b}
A = argmax{\ | b — Az* — AAh, > 0}

A = argmax{\ | z¥ — Ad > 0}

onde d = Ahy e zF = b — Azk.
Por hipétese 2% > 0.Considere A € R, tal que z + Ak, seja viavel.

Se d <0, entdo z¥ — Ad > 0, para todo A > 0, e portanto, o conjunto

viavel ¢ ilimitado o que contraria as hipdtese do problema (PD). Logo, existe pelo
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menos um j € [1,2,...,m] tal que d; > 0. Para todo j =1,...,m & necessario que
2l — Ad; > 0. Se d; <0 a desigualdade anterior ser satisfeita para qualquer A > 0.
Se d; > 0, entdo zF > Ad;. Logo :

7
para todo 7 =1,...,m tal que d; > 0.

Assim, como A = argmax{\ | z¥ — Ad > 0}, o comprimento do passo
A seréa dado por :
2t
A =, mm {

2odi> 0}. (IL.6)

Observe que com o passo Ay temos que zF — Ad; = 0, para pelo
menos um § € N tal que d; > 0, ou seja, com o passo A\h4 atinge-se a fronteira do
q 3 ) J&, I

conjunto.

A fim de se evitar a fronteira do conjunto (pois estamos trabalhando
com pontos interiores), é necessario que se utilize um fator heuristico n € £ da
ordem de 95% (que se revelou eficiente na prética), ou seja, o novo ponto z*+! € ®*,
seré dado por :

"t = o* L Ahy.

I1.8 Algoritmo Afim Escala para o problema (PD)
Agora, podemos enunciar o algoritmo Afim Escala.

Algoritmo IL.1 Algoritmo Afim Escala : Dados 2° € S°, e n € ®,7 € (0,1).
k=0
Repita

Célculo das Folgas : z* = b — AzF;

Mudanca de Escala :

— ding(sF k
Zy, = diag(27, 25, ..., 2)

Ak Zlc' IA
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Direc¢éo:

ha=—(ATAg) e

Calculo do Passo :

Passo Unitério : @ = ———— (ver segio 11.6)
A/hEDh

ou Busca Linear ; o = Ap — ver (IL6) ;

Atualizacéo :

k41

T :$k+ahA;

k=k+1;
Até CONVERGIR

O pardmetro i é o fator heurfstico utilizado pelo algoritmo afim escala
para se evitar a fronteira (ver se¢io I1.7). No caso do passo unitério o fator heurfstico

n nédo é utilizado.

I1.9 Critérios de Parada

Para fins préaticos, os critérios de parada utilizados no algoritmo afim escala para

um problema no formato dual foram :

1. o ndmero de iteragbes do algoritmo;
2. a norma da dire¢iio hy esta proxima de zero;

3. imprecisdes numéricas, que fazem com que os pontos gerados pelo algoritmo

se aproximem da fronteira ou que nio seja possivel realizar a busca linear.

I1.10 Figuras

Na figura 1.2 poderfamos obter uma elipse maior dentro da regido vidvel, mas
o célculo da maior elipse possivel dentro da regido vidvel ndo é simples e é um
problema tao dificil como o de programacéo linear. Portanto, escolheu-se a elipse

mais simples possivel — ver secao I1.5. Isso ndo é uma restrigdo muito grande, pois
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Figura [1.2: Elipse mais simples possivel dentro da regido vidvel
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com a busca linear (ver se¢do I1.7), o que se faz na verdade é aumentar a elipse até

chegar "perto” da fronteira (porém a elipse ndo estd4 mais dentro da regido vidvel).

Figura I1.3: Variagio da elipse com a adigio de restri¢des adicionais

Na figura I1.3 mostra-se como a elipse utilizada como regido de con-
fianga se comporta com a adigdo de restri¢des adicionais. Repare que as elipses

diminuem apesar dessas restri¢ées n&o afetarem a regido viavel inicial.

A figura I1.4 mostra uma iteracdo do algoritmo Afim Escala com
Passo Unitério, observe que o ponto gerado pelo algoritmo pertence a elipse centrada

no ponto interior inicial — ver se¢ao I1.6.

A figura IL.5 mostra iteragSes do algoritmo Afim Escala com Passo

Unitéario até um 6timo com as elipses geradas a cada iteracéo.



[=7] AFIM ESCALA COM
PASSD UNITARIO

" "Ponte Af i
Escala com
Passo Unitarid

Figura II.4: Uma itera¢io do Algoritmo Afim Escala com Passo Unitério
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E===] AFIM ESCALA COM
PASSO UNITARID

Figura IL.5: Tteragdes do Algoritmo Afim Escala com Passo Unitério até um Otimo
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AFIM ESCALA COM
PASS0 UNITARIO

AFIM ESCALA COM
PASSO UNITARIO
NAD ATINGIU O OTIMO !

Figura I1.6: Iteragdes do Algoritmo Afim Escala com Passo Unitario quando nio
atingiu wm 6timo
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O algoritmo Afim Escala com Passo Unitario n&o conseguiu atingir
um 6timo na figura I1.6 devido & imprecisdes numéricas e a proximidade & fronteira

(observe como o ponto interior estd préximo da fronteira).

AFIM ESCALA COM
PASS0 UNITARIO

Figura I1.7: Iteragbes do Algoritmo Afim Escala com Passo Unitério até atingir um
6timo

Repare na figura 11.7 que se mudarmos o ponto interior inicial para

um ponto afastado da fronteira, o algoritmo converge.

A figura I1.8 mostra wma iteragio do algoritmo Afim Escala com
Busca Linear, observe que devido & busca o ponto gerado pelo algoritmo esté fora

da elipse.

A figura I1.9 mostra iteragdes do algoritmo Afim Escala com Busca
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E=1 AFIM ESCALA COM
BUSCA

com Busca

Figura I1.8: Uma iteragio do Algoritmo Afim Escala com Busca Linear
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E= AFIM ESCALA COM
BUSCA

Figura I1.9: Iteracoes do Algoritmo Afim Escala com Busca Linear até um 6timo
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Linear até um 6timo, veja como os pontos gerados pelo algoritmo se aproximam da

fronteira e que o numero de itera¢ées é bem inferior ao do Afim com Passo Unitéario.

E=] AFIM ESCALA COM
BUSCA

AFIM ESCALA COM
BUSCA
NAD ATINGIU O OTIMO !

Figura I1.10: Iterac¢des do Algoritmo Afim Escala com Busca Linear quando nio
atingiu um 6timo

Na figura I1.10 o algoritmo Afim Escala com Busca n&o atingiu um
6timo devido & imprecisdes numéricas e a proximidade & fronteira (pois a tendéncia
da Busca Linear nesse algoritmo é aproximar os pontos interiores da fronteira da

regido vidvel) — o mesmo ocorreu para o Afim Escala com Passo Unitério (ver figura,

IL.6.

Se mudarmos o ponto interior inicial para um ponto afastado da

fronteira, o algoritmo Afim Escala com Busca também converge — ver figura I1.11.
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BUSCA

Figura IL.11: Tteragdes do Algoritmo Afim Escala com Busca Linear até um 6timo

E=1 AFIM ESCALA COM !



Capitulo III

O Algoritmo de Karmarkar

Apés a publicagao do algoritmo dos elipsdides por Khachiyan [19] em 1978, ficou-se
provado que o problema de programagéo linear pode ser resolvido por um algoritmo
polinomial. Apesar do grande interesse despertado por este método em termos de

teoria de complexidade, os resultados de implementacdo revelaram-se ineficientes.

Com a publicacdo do algoritmo de Karmarkar[17] em 1984, pode-se
obter finalmente o resultado que vinha sendo esperado desde que se provou que o
método simplex tem convergéncia exponencial no pior caso, ou seja, obteve-se um
algoritmo polinomial que resolve o problema de programagao linear e cuja imple-

mentacio é muito eficiente na pratica.

O algoritmo de Karmarkar em sua formulacio original apresenta al-
gumas operagdes que mais tarde se demonstrou serem desnecessarias. Por isso,
mesmo, a variante do algoritmo de Karmarkar que apresentaremos a seguir, nao

segue exatamente o algoritmo original mas é equivalente a este.

II1.1 Funcgao Barreira

Antes de explicitarmos o processo de obten¢éo do algoritmo de Karmarkar é neces-
sario que se analise a fungao barreira logaritmica. Esta funcéo foi utilizada primeiro

por Frisch [§] em 1955 e é definida como se segue :

zeRz >0 +— p(z)=—) logui.
=1
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Esta fung¢@o possui uma propriedade especial, a funcao cresce in-
definidamente perto da fronteira do conjunto viavel, e pode ser usada como uma
penalidade associada aos pontos de fronteira. Isto pode ser observado através do
grafico das curvas de nivel da func¢io barreira para um problema de programagio

linear no formato dual :

Figura ITI.1: Politopo Az < b com curvas de nivel da func¢io barreira p

e Qutras propriedades da fungdo barreira so :

1. A func¢éo barreira é analitica para 2 € $7 . e suas derivadas sdo dadas
por :
Vp(z) = —2~*
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Vip(a) = X7

1

onde 2! é o vetor [27']i=1,..n €

X = diag (z1,...,Zys).

A funcio é estritamente convexa, pois sua matriz hessiana é definida
positiva. Vale observar que no ponto e € ", e = (1,1,...,1)T temos
que:

Vi(e) = —e

VZp(e) = I.

2. Considere uma matriz diagonal positiva D. Tem-se que :
p(Dz) = p(z) — D _logd;.
=1

Dados dois pontos z,y > 0 temos que :

p(Dy) — p(Dz) = p(z) — p(y)

e portanto mudangas de escala néo afetam wariagdes de p(-).

A fungio barreira para um problema de programacao linear no for-
mato dual é dada por :
zeR 2 €S > pla) =) log(b; — Aiz)
=1

onde A; é a transposta do vetor linha da matriz A.

E possivel combinar-se a fungao barreira com a fung@o custo, para
se obter uma fungio objetivo para um algoritmo de ponto interior que resolva o
problema de programacio linear evitando a fronteira e, ao mesmo tempo, reduzindo
essa fun¢io objetivo., Foi baseado neste fato que Karmarkar definiu a funcdo a ser
minimizada no seu algoritmo (a fungio potencial). Vale ressaltar também que a
fungéo barreira ji vinha sendo utilizada em programacgdo ndo-linear, porém ainda

ndo se tinha utilizado esta fungéo em programacgao linear.
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II1.2 Formato do problema

O algoritmo de Karmarkar foi desenvolvido para um problema de programagao linear

num formato especial :

(PR) minimizar Tz

sujeitoa Az =10

alz =1

x>0

onde ¢,a € R*, a > 0 e A € R™*" & uma matriz de rank completo, m > n. Isto ndo
é uma restrigao ao problema geral, pois esse formato pode ser obtido introduzindo-se

uma nova varidvel ao problema no seu formato original.

Além disso, faremos a hipétese de que o problema tem uma solugéo

4tima 2 e que ¢'2 = 0.

II1.3 Funcao Potencial

Devido as propriedades da fungio barreira mencionadas na Segio 111.1, Karmarkar
definiu a func¢io a ser minimizada pelo seu algoritmo, denominada de fung¢do poten-

cial, como se segue :
z € R, > fo(z) = qlog(c"z) + p(=)

onde ¢ > n é uma constante e o sub-indice 0 simboliza o fato de que o custo 6timo

¢é supostamente nulo.

Observe a fungio fo(-) é homogénea de grau zero, ou seja, para qual-

quer ¢ € R, @ > 0, temos que : fo(az) = fo(z).

I1I.4 Modelo do Algoritmo de Karmarkar

Podemos ignorar a restricio a’z = 1, pois se dado z > 0 tal que ATz =0ealz >0
mas ¢’z # 1, o ponto z/aTx é vidvel ao problema (PR) (pois a®(z/afz) =1) e o

valor da fun¢ao fy é 0o mesmo ja que fy é homogénea de grau zero — ver secao [11.3.
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O ponto mencionado no paragrafo anterior é também denominado de

proje¢io cénica K(z) de x sobre S, logo :

x
K(z) = —.

(2) = =
Agora, podemos enunciar um modelo do algoritmo de Karmarkar

aplicado ao problema (P) supondo que (P) estd dado no formato do problema (PR).

T

1. Ignore a restri¢do a'z = 1;

2. Use o algoritmo Afim Escala para reduzir fo;
3. Calcule a proje¢do conica do ponto resultante, ou seja :

Tr = a,Ti:L‘
I1I1.5 Direcao do Algoritmo de Karmarkar para
o problema (PR)

Do modelo do algoritmo de Karmakar dado na se¢io 111.4 vamos considerar o prob-

T

lema (PR) e ignorar a restrigio aTz = 1 e utilizar a fun¢io potencial para obtermos

um novo problema equivalente ao original:

(PK) minimizar fo(z)
sujeitoa Az =0
z>0

onde f; estd dada como na segdo I11.3 ¢ A est4 definida como no problema (PR).

Do modelo de algoritmo de Karmarkar dado na se¢do I11.4, sabemos
que a direcao de busca a ser utilizada para o algoritmo de Karmarkar serd a mesma
obtida para o algoritmo afim escala aplicado ao problema (PK). Da se¢io 11.3,
sabemos que para obter essa dire¢io é necessario aplicar uma mudanca de escala
(para um problema dado no formato primal) e, em seguida, aplicar o método de

Cauchy ao problema (PK).

Entdo seja 2% € S° um ponto dado. A partir de 2* podemos definir

a mudancga de escala como dada na segio I1.2, ou seja : no lugar da matriz A
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passaremos a utilizar a matriz A; dada por :
Ay = AXy

onde Ay € R™*" ¢ X} = diag(aF,...,zF).

sy

A fungdo objetivo para o problema (PK) é dada por fo (supondo que
o custo étimo é nulo). Apds a mudanca de escala (agora, a regido de confianca é
uma bola), podemos aplicar o método de Cauchy & f,. Assim, temos que a partir
do ponto z* e, apés a mudanca de escala, a direcio de busca para o algoritmo de
Karmarkar seré dada pela dire¢io oposta ao gradiente da fungio f° projetado mno

espago nulo de Ay, ou seja :
BK = —XkPAkaVf_()(il)k)
— - n
hi = —Aszk(mXc —e) (IT1.1)

onde hyi € R".

Observe que ao projetar o gradiente de f, nio é necessario projetar
o vetor e, uma vez que esse j4 pertence ao N (A). Utilizando esse fato em (III.1)

obtemos :
n

hic = ——— X3 Px, Xic + a*. (I11.2)

cTak

II1.6 Funcao Potencial com Limitante Inferior

A hipétese de que o custo 6timo é nulo pode ser relaxada, para isso, basta que
se tenha um parametro v que seja um limitante inferior para o custo 6timo v,
supondo conhecido o custo étimo. Ent&o, considere o problema (P) e vamos supor
que conhecemos o valor da solugao 6tima ¥ e que v seja um limitante inferior para
esse custo 6timo. Devido as propriedades da fungdo barreira mencionadas na Secdo
III.1, Karmarkar definiu a func¢éo a ser minimizada pelo seu algoritmo, denominada

de fung¢do potencial, como se segue : para v < 0 temos que
z€ R, — f(z) = qlog(c's — v) + jp(z)

onde o parametro v é um limitante inferior para o custo 6timo e ¢ > n é uma

constante.
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Para um problema no formato dual utilizando-se as regras de tradu

¢ao (ver secdo 1.4), a fungdo potencial serd dada por :

zeS +— f,(z) =qlog(c"z — v) + p(z).

IT11.7 Calculo do Limitante Inferior

Na secdo II1.6 haviamos mencionado que se podia relaxar a restrigdo de que o custo
étimo fosse nulo. Para isto, basta ter-se um pardmetro v que seja um limite inferior
para o custo 6timo e a fungio a ser minimizada ser dada pela fungio potencial f,.
Suponha que o custo 6timo © é conhecido porém n#do necessariamente nulo. Observe

T

que a funcio f; como dada na segio I11.6 ndo é homogénea. Observando quea’z =1

para todo = € 59, a fungfio pode ser reescrita no seguinte formato :
f> = nlog (¢ — 9a) 2 + p(z)

Agora, a fungio f; é homogénea de grau zero e coincide com a fungdo original no

conjunto viavel.

Se ¥ é desconhecido, devemos gerar limitantes inferiores vy < ¥ e usar

a fungdo f,,.

O método utilizado para a geragdo dos limitantes inferiores foi pro-
posto por Todd & Burrell [26]. Descreveremos a seguir uma verséo do procedimento

de geragao de limitantes inferiores enunciada em Gonzaga [11].

Consideraremos o problema (PP) (ver se¢do 1.4) a partir do ponto
e, supondo que foi feita uma mudanga de escala. Aplicando-se o algoritmo de Kar-

markar a este problema, e reescrevendo o problema como se segue
minimizar & z — alz (co + v)
sujeitoa  z € @
atz=1

z>0

onde ¢, z, ¢y estio definidos como em segiao I.4. @ é o subespago gerado pela
intersecio do conjunto vidvel ao problema (PP) com a origem. Um possivel valor

para a é dado por :
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Definindo-se

¢=¢—(co+v)a

Gonzaga mostrou em [11] que Pyé (ou seja, a proje¢do do vetor custo

¢ no espago @) é dado por :
Poé=¢,+ fe—ep) (IT1.3)

onde
cl'(e—ep) —co—w

B = (I11.4)

lle — e,]|?

Demonstrou-se em [10] que se v = 9, entdo Ppé tem uma componente

nao-positiva. Logo, o método para gerar o limitante inferior serd dado por :

Calcule Pgé como em (IIL.3). Se Ppé tem uma componente néo-
positiva, entio v é wm limitante inferior; sen&o use o teste da raz&o para calcular o
maior valor de § em (II1.3) de modo que Pgé > 0 e obtenha o valor de v através da

expressio (I11.4).

II1.8 Direcao de Karmarkar para o problema no
formato dual

Para se obter a dire¢do de busca hx do algoritmo de Karmarkar para um prob-
lema dado no formato dual, problema (PD), basta calcular a direcdo de Karmarkar
aplicada ao problema no formato do problema (PR) obtido do problema (PP) dado
na se¢ao IIL.5 e, a partir desta direcdo, utilizar as regras de tradugdo — ver se¢éo
I.4. Este procedimento foi feito por Gonzaga em [11]. A partir do ponto z*¥ € S°

obteve-se a dire¢do hx dada por :
]L[( c §Rn, ]L[( = —dc -+ ﬂde,

onde
c'(ak —d,) —v

= et Aud P

(I11.5)

e e §Rm,6 = (1) 17 -")I)T)
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v é um limitante inferior para o custo 6timo 9, ou seja, v < 9, d. como definida em
(I.1) e d, como em (1.2) com Aj no lugar de A. A; é a matriz A apés a mudanga de

escala como dada no Lema 1.5.

II1.9 Calculo do Limitante Inferior para o prob-
lema (PD) |

O método de geragio de limitantes inferiores para um problema no formato dual é

o mesmo da se¢io II1.7, sé que agora temos que
Poé = —Apd. + Be + Ard,)

e B est4 definido como em (111.5), d. e d. definidos como em (I.1) e (I1.2), respecti-

vamente (ver lema 1.4), ap6s a mudanga de escala dada no lema L.5.
Ent#o, o procedimento de atualizagio dos limitantes inferiores para
o problema (PD) sera dado por :
1. se existe uma componente do vetor Fyé que seja ndo positiva, entao mantem-se

o atual limitante inferior;

2. caso contrério, obtenha

B = min{B | —Apd. + B(e + Ard,) > 0} (ITL6)

e obtenha o novo limitante inferior de (IIL.5). Para resolver (IIL.6), basta

aplicar o teste da razdo. Assim, temos que :

B =  min {u—f,vi < 0}

i=1,m

onde u = —Ard, e v = e + Apd..

I11.10 Busca Linear

A busca linear na dire¢do hx seré dada pela minimizacio unidimensional da funcéo

fo na direcao do passo Ahx. Pode-se utilizar qualquer algoritmo de minimizagéo
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unidimensional como Armijo ou Bisse¢io. Como podemos calcular facilmente o
gradiente da funcéo f, e desejamos reduzir a fun¢io com uma boa precisio decidimos

utilizar o método da Bisse¢do. Assim, o comprimento do passo Ahy sera dado por

A = argmin{ f,(z + A\hg) | z + b € SO0 > 0}.

II1.11 Algoritmo de Karmarkar para o prob-
lema (PD)

Agora, podemos enunciar o algoritmo de Karmarkar.

Algoritmo ITI.1 Algoritmo Karmarkar : Dados z° € S, v9 <9 e ¢ > 0.
k = 0;
Repita

Célculo das Folgas : zF = b — Az*;

Mudanga de Escala :

7y, = diag(2F, 28,...,2%)

1 m

A = Z]:IA;

Limitante : Usar o procedimento da secio I11.9

Direcéo:
hg = —d. + Bd. — ver segao 111.8;
Busca :
A= argmin{fu(:vk + Ahg) | a® + Ahg € 8% 0> 0};
Atualizacio :

bt = 2F 4 Xhg;

kE=Fk+1;

Até que (cTz* —v*) < ¢

© é o valor da solugéo 6tima do problema (PD) e € é a precisio com

que se deseja obter o custo étimo.



38

E =1 AFIM ESCALA COM
BUSCA

E==] KARMARKAR

Figura I11.2: Uma Iteragdo dos Algoritmos de Karmarkar e Afim Escala com Busca

I11.12 Figuras

A figura II1.2 mostra uma iteragdo dos algoritmos Afim Escala com Busca Linear e
Karmarkar, observe que as diregdes de busca dos algoritmos Afim Escala com Busca

Linear e Karmarkar sdo diferentes a partir de um ponto interior dado.

A figura I11.3 mostra iteracdes do algoritmo de Karmarkar até um
6timo — compare com as figuras I1.5 e I1.9. Observe que apesar de utilizar a funcéo

barreira os pontos gerados pelo algoritmo se aproximam da fronteira.

As figuras 111.4 e I11.5 mostra como os algoritmos Afim Escala com
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== KARMARKAR

Figura II1.3: Tteragdes do Algoritmo de Karmarkar até um 6timo

Busca Linear e Karmarkar evoluem dentro da regido vidvel. Repare que na figura
IT1.5 o algoritmo de Karmarkar teve um nimero de iteragdes bem inferior ao Afim
Escala com Busca Linear, pois para o Afim Escala o fato do ponto inicial estar
préximo da fronteira faz com que este caminhe préximo da fronteira por causa da
Busca Linear, o que jd ndo acontece para o algoritmo de Karmarkar pois esse utiliza

a fungio barreira para evitar a fronteira.

Apesar do algoritmo de Karmarkar utilizar a func¢éo barreira, Powell
mostrou recentemente no 14° Simpdsio Internacional de Programacao Matematica
em Amsterdam (Agosto - 1991) que se a regifio viavel se aproxima de um circulo

e se o ponto interior inicial estiver ”"perto” da fronteira, o algoritmo de Karmarkar
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E=1 AFIM ESCALA COM
BUSCA

E==] KARMARKAR

\

Ponto Afim Bascu/y\

}é Ronte Karmarkar

Figura I11.4: Iteragdes dos Algoritmos Afim Escala com Busca ¢ de Karmarkar até
um étimo

caminhard em cada um dos vértices do conjunto vidvel até um étimo, ou seja, o
algoritmo de Karmarkar é de complexidade O(nl) iteragoes — ver as figuras I11.6 e
I11.7 para um problema com 58 restrigoes e as figuras [11.8 e II1.9 para um problema

com 16 restrigdes.
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E=1 AFIM ESCALA COM
BUSCA

E=—=] KARMARKAR

Figura IIL.5: Iteragdes dos Algoritmos Afim Escala com Busca e de Karmarkar até
um 6timo
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=] KARMARKAR

Figura IIL.6: Iteragdes do Algoritmo de Karmarkar para um poligono com 58 faces



43

c'x = cte

E=—=] KARMARKAR

Figura II1.7: Ampliagio de algumas iteragdes do Algoritmo de Karmarkar para um
poligono com 58 faces
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E="=1 KARMARKAR

Figura I11.8: Tteragdes do Algoritmo de Karmarkar para um poligono com 16 faces
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E="=] KARMARKAR

Figura I11.9: Ampliacdo de algumas iteragdes do Algoritmo de Karmarkar para um
poligono com 16 faces



Capitulo IV

Centro Analitico

IV.1 Centralizacao

Apds a publicagio [17] e subsequente implementagio [18] dos algoritmos de Kar-
markar e afim escala de Dikin [5], restava-se ainda a seguinte pergunta : quanto
devemos nos afastar da fronteira para obtermos um algoritmo que resolva o prob-
lema de programacio lincar de maneira satisfatéria? Enquanto, o algoritmo afim
escala se utiliza de um recurso deselegante a fim de evitar a fronteira (deve-se acres-
centar ao passo resultante da busca linear um fator heuristico § — ver segdo I1.7);
o algoritmo de Karmarkar evita a fronteira através do uso da fun¢io barreira. Mas,
mesmo assim, o algoritmo pode levar a pontos que estejam muito préximos da fron-

teira, como ilustra a figura IV.1.

Como desejamos trabalhar no interior do conjunto, procurou-se en-
contrar um método que resolvesse o problema de programacéo linear mantendo-se o
maximo possivel afastado da fronteira. A solucio encontrada foi através da definicao
de centro analitico do politopo dada por Sonnevend [25], o tinico ponto que minimiza

a funcédo barreira (veja a figura IV.2).

A utilizacdo deste >ponto é muito apropriada, pois uma curva formada
pelos centros analiticos de todas as ”fatias” de custo constante da regido viavel de
(P) é bem comportada e apresenta propriedades que irdo garantir melhoras em
relacdo aos algoritmos citados anteriormente; denominou-se esta curva de trajetoria

central. Ao centro analitico de uma fatia de custo constante da regido viavel de (P),
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E="=] KARMARKAR

Figura IV.1: Politopo Az < b com Algoritmo de karmarkar



Figura IV.2: Politopo Az < b com Centro Analitico

denominou-se de ponlo central da regido vidvel de (P), ou seja, formalmente, temos

que

Definigdo IV.1 Centro Analitico.

Considere o problema (P). O centro analitico & de S é o inico ponto

dado por :
& = argmaz{]] z; | v € §} = argmin{p(z) | z € §°} (IV.1)

=1

Considere o problema (PD). Tendo em vista a defini¢io da fung¢do
barreira para um problema na formulagio dual, o centro & definido a partir
das folgas :

z = argmz'n{ilog(bi — Aiz) |z € §°} (IV.2)

=1
onde A; € a transposta do vetor linha da matriz A.

Definigao IV.2 Ponto Central.

Considere o problema (P) e Sk como sendo conjuntos da forma

Sk ={z e8|z =K} (IV.3)
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esses conjuntos sdo fatias” de custo constante.

Chamam-se de pontos centrais do problema aos centros analiticos das
*fatias” Sk com interior relativo ndo-vazio, i.c., para todo K € R tal que S # 0,

defini-se o ponto central :

Z(K) = argmin{p(z) | Az = b,z = K,z > 0} (IV.4)

Considere o problema (PD). Neste caso a definicdo é andloga, ou

seja, temos que :

2(K) = argmin{p(z) | Az < b,cF'z = K} (IV.5)
A figura IV.3 mostra pontos centrais.

IV.1.1 Caracterizacao de pontos centrais por funcao bar-
reira

Voltando ao nosso problema inicial, problema (P), temos de levar em consideragéo
que desejamos também reduzir o custo. Nés j4 temos um bom método de evi-
tar a fronteira que é utilizar pontos centrais. Agora, como devemos proceder para
obter uma fungéo que englobe estes dois objetivos? Seguindo a idéia do método
de Karmarkar [17], combinamos a fung¢do barreira e a fungdo custo para obter-
mos uma fungdo tradicionalmente conhecida na literatura por fungdo de penalizagdo
interna :

a€R,z R, fulz) = ac’z + p(z) (IV.6)

para um problema no formato dual, a deﬁrﬁgéo é dada a partir das folgas :
ac R,z €S8 — fo(z) = ac’z + p(z) (IV.7)
Esta fungdo foi estudada por Fiacco & McCormick no seu livro [7], e

vem sendo utilizada extensivamente em todas as obras de referéncia de programacao

nao-linear.
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clx = cte

centro analitico

E==1 CENTRAL
COM BARREIRA

Figura IV.3: Politopo Az < b com Pontos Centrais

Em face do exposto acima, faz-se necessaria uma nova defini¢éo de

ponto central que é completamente equivalente & anterior (IV.4) : a cada valor do

parametro « associe um ponto central Z(a) unicamente definido por

e no formato dual :

z(e)

argmin f,(z)

e (IV.8)

argmin  fo(z)

g (Iv.9)

A curva @ € R +— I(a) é a trajetdria central para o problema de

programagcio linear (P). Esta curva serd estudada mais adiante no capitulo VIL
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IV.1.2 Distiancia ao centro

Para obtermos um método eficiente de centralizagio (tanto na teoria como na
pratica) ndo precisamos calcular exatamente o ponto central, mas encontrar pon-
tos ”aproximadamente” centrais que estdo a uma certa distancia do centro e que
satisfagam a determinadas propriedades que garantem a eficiéncia do método de

centraliza¢do. O critério de proximidade a ser adotado sera :

Defini¢ao IV.3 Distancia ao centro para o problema (P)

Dado o> 0,a € R e z € S°, a prozimidade de x em relagio a ()

€ caracterizada por :
8z, ) =[| hn(z,0) ||

onde hy € a dire¢do de Newton-Raphson apds a mudanga de escala, ou seja :
hn(z,a) = —Pix XV fo(z)

onde X € a matriz da mudanga de escala dada por : X = diag(zy,...,z,).

O ponto z serd considerado ”aproximadamente” central se dado
¢ € (0,0.5), temos que :
§(z,0) < e
Observe que agora podemos reescrever (IV.8) como : dado 2° € 5% e

¢ € (0,0.5), encontre z € S tal que

o(z,a) < e

Para obtermos a dire¢do de Newton-Raphson hy para o problema
dual, apds a mudanga de escala, é necessério que a partir de hy utilizemos as regras

de tradugdo dadas no capitulo VIII.

Da defini¢io anterior, sabemos que dados « € Ry e . € 5° :

hn(Z,a) = —Pix XV fo(z) = —Psx (o€ — €) = —ai, + &,
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onde X é a matriz mudanca de escala como dada na definicdo IV.3, e ¢, e e, corre-

spondem respectivamente a Pzx Xc e Prye.

Do lema 1.4 temos que :
hy(z,0) = —ad, + d, (TV.10)

onde z € S9, d. e d. definidos como em (I.1) e (1.2), respectivamente (ver lema I.4),

ap6s a mudancga de escala dada no lema L.5.

Observe que a partir de (IV.10) podemos obter Ay através do resul-

tado do lema 1.3. Assim, temos que :

hN = —AkhN

onde a matriz A; é a matriz A como definida no problema (PD) apés a mudanga de

escala dada no Lema 1.5.

Agora, podemos definir proximidade ao centro para um problema

dado no formato dual :

Definig¢iio IV.4 Distincia ao centro para o problema (PD)

Considere o problema (PD). Dados o > 0,0 € R e z € 5°, a proa-

imidade em relagio a z(a) € caracterizada por :
§(z,a) =|| —Ax(—ad; + d.) |

onde d. e d. definidos como em (I.1) e (1.2), respectivamente (ver lema 1.4), com
a matriz Ay no lugar da mairiz A apés a mudanga de escale dada no lema L.
Observe que foi necessdrio utilizar a direcdo primal correspondente a dire¢do dual
de Newton-Raphson hy, pois a definicio de prozimidade € feita para o problema

primal — ver defini¢do IV.3.

IV.1.3 Método para se determinar o centro da regiao via-
vel

No capitulo anterior, quando se estudou a fungio barreira (I11.1), mencionou-se o

fato de que a variacdo da func¢io barreira nio se altera com a mudanca de escala e de
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que a matriz hessiana da fungéo barreira ¢ a identidade quando no ponto e. Devido
a essas propriedades, a dire¢ao de maximo declive no ponto e coincide com a diregdo
de Newton-Raphson. Logo, o algoritmo afim-escala e o método de Newton-Raphson

com buscas lineares coincidem para a fungio barreira — ver Gonzaga [15].

Entao, basta aplicar o método de Néwton—Raphson com buscas lin-
eares para o problema dado em (IV.8); e se o problema original estiver no formato
dual, faz-se o mesmo para o problema dado em (IV.9). O algoritmo resultante é efi-
ciente tanto do ponto de vista teérico como de implementagio, a sua complexidade

foi estudada por Vaidya [27].

IV.1.4 Direc¢ado de Centralizagido para o problema (PD)

No caso da centralizagio, a = 0, logo temos que a diregio de centralizagio hg para

um problema no formato dual serd dada por :
he = h(z,0) = d. (IV.11)

onde hg € K™ e d, € R™ estd dada como em (1.2) — ver lema 1.4 — apéds a mudancga

de escala dada no lema 1.5.

IV.1.5 Busca Linear

A busca linear na dire¢éio h¢ pode ser feita por qualquer método de minimizagdo
unidimensional, como Armijo ou Bisse¢io. No nosso caso, resolvemos optar pelo
método da Bissecdo, pois desejamos obter solugdes com uma precisao melhor do que

a fornecida pelo método de Armijo. Formalmente a busca sera dada por :

A = argmin{ fo(z + MAhg) |z + Ahc € S, A > 0L A e R
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IV.1.6 Algoritmo de Centralizacao

Algoritmo IV.1 Algoritmo Centralizagdo: Dado z° € S°.

Repita

Célculo das Folgas : z* = b — AzF;

Mudanca de Escala :

Zy, = diag(2F, 2%, ..., 2F)
Ay = Z71 4

Direcdo :

hc = de = —(AZAk)_lAze;

Célculo da distancia ao Centro : § = §(z¥,0) — ver definigio IV .4;

Busca : resolver aproximadamente

X = argmin{fo(z* + Ahe) | 2¥ 4+ Aho € S°, X > 0}, X € &

Novo ponto :

Até que (6§ < 0.01)

IV.2 Curvas de Nivel da Fungao Barreira

A partir da defini¢io de centro analitico, pode-se obter um algoritmo para se visu-

alizar graficamente as curvas de nivel para um problema bidimensional.

Considere o problema (PD). As curvas de nivel da fungdo barreira p,

que denotaremos pelo conjunto X, sdo definidas por

X ={z € 8°| p(z) = K}, onde K € R, K uma constante.

Agora, definimos a seguinte fungdo :

Ke®Rze S — fr(z)=p(z) - K
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Entéo, podemos enunciar o conjunto X das curvas de nivel como :

X ={z€S5°| fr(z) =0}, K € R. (IvV.12)

O método para se tracar as curvas de nivel consiste em obter dire¢Ges
que variem num circulo centrado no ponto analitico (que chamaremos de raias), e

encontrar os pontos que satisfacam (1V.12).

Agora, vamos definir o que a vem ser raias.

Defini¢ao IV.5 Seja g o nimero de raias dado. Vamos chamar de raias aos vetores

h € R? tais que :

2 2
h; = (cos —z,sin —W)
J

onde j €[1,...,q].

Seja & € S o centro analitico do problema (PD). O método para se
encontrar as curvas de nivel da fun¢do barreira p é o seguinte :

Método : Encontrar as curvas de nivel da fungio barreira

Seja. ' € R, K dado e ¢ o ndmero de raias dado.

1. a partir de &, obtenha raias h; € R? definidas como na definigdo IV.5, com

je,... q;

2. para cada j € [1,...,m] calcule o maior passo u;h; possivel até a fronteira

pelo teste da razio;

3. na dire¢do do vetor h;, enconire @ € Ax como definido em (IV.12) para cada
Jell,...,ql

IV.2.1 Busca Linear

Da expresséo (IV.12), observe que para cada raia h; € 82, 7 € [1,...,m] temos de
encontrar A; tal que :

Sl 4+ Ajhi) = 0, (IvV.13)
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com A; € [0, ;] e 1 é o maior passo possivel até a fronteira na diregdo do vetor h;.

Para se solucionar (IV.13), utilizou-se 0 método da bissecéo.

IV.2.2 Algoritmo para Tracar Curvas de Nivel da Funcao
Barreira p

A escolha de um K inicial também é importante, e é muito simples : seja g > 0

dado, tome :

Ko = p(&) + €.

Agora, variando-se o parametro K, pode se obter pontos das difer-

entes curvas de nivel da fun¢éo barreira p.

Entao, o modelo do algoritmo sera :

Algoritmo IV.2 Algoritmo Curvas de Nivel da Fungio Barreira p
Dados z° € S°, ¢ = 0.01, ¢ € Ry ¢ ¢ o nimero de raias.

Use o algoritmo V.1 e obtenha & com distincia ao centro dada por ¢;

k=0;

Ko = p(&) + eo;

A partir de & obtenha h; € R? como dadas na definigio IV.5, com 7 = [1,...,q];
Repita

Busca : resolver o problema de encontrar aproximadamente A;
freo (@ + Ajhj) =0

com A; € [0, 5], onde p; é o maior passo possivel até a fronteira na
diregéo do vetor h;, para j =[1,...,q);

Tragar uma curva de nivel com os pontos obtidos — ver (VIIIL.1);
Atualizagao : Ky = K + ¢;

E=k+1,

Até que k£ > ndimero de curvas desejadas na visualizagio grafica

Veja o capitulo VIII, para uma implementacio mais eficiente do al-

goritmo dado acima.
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IV.3 Figuras

+

Centro +

Centro ]
Centro 2

C'e;lz-tro 3

Restrigdes

Figura IV.4: Regido Vidvel Az <b com Centro Analitico

A figura TV.4 mostra como o Centro Analitico varia com a adigdo de restri¢des ao
conjunto viadvel. Repare que essas restrigbes ndo alteram a regido vidvel inicial,
mas apesar disso, o centro analitico muda o que ndo aconteceria se o centro fosse

geométrico.

Um resultado interessante é que se utilizarmos o algoritmo Afim Es-
cala com um passo muito pequeno os pontos gerados estardo sobre a trajetéria
central. Esse resultado {oi demonstrado por Monteiro, Adler e Rezende [23] e est4

representado na figura IV.5.



Os pontos s¥o as

iteragffes do
Afim BEscala com

Passo Unitario

Figura IV.5: Iteragdes do Algoritmo Afim scala com Passo Unitério e Trajetéria
Central
As figuras TV.6, TV.7, IV.8 mostram curvas de nivel para diferentes

regides e foram obtidas a partir do algoritmo I1V.2 com as modificacdes dadas na

secao VIII.1.

As figuras IV.9, IV.10, IV.11 mostram curvas de nivel para diferentes

regides com a Trajetoria Central, repare que a trajetéria é analitica e ndo geométrica.

As figuras 1V.12 ¢ IV.13 e V.14 mostram a trajetdria central para o

seguinte problema :
minimizar cla

sujeitoa Az < b

onde c € N3, 2 € ®3, A € R1*3 ¢ uma matriz de rank méximo e de dimensdo 4 x 3.



Figura IV.6: Regido Vidvel Az < b com Curvas de Nivel

A matriz A é dada por :

1 1 1
A - -1 0 0
10 =1 0
0 0 -1
e o vetor b por :
1
1) = 8
0

Para cada uma das figuras, varia-se o vetor de custo c.
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Figura IV.7: Regido Vidvel Az < b com Curvas de Nivel
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Figura IV.8: Regido Vidvel Az < b com Curvas de Nivel



== CENTRAL
RRRRRRRRRRR
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Figura IV.12:  Regido Vidvel Az < b com Trajetéria Central no espago 13
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jetéria Central no espago R3

Regido Viavel Az < b com Tra

Figura IV.13:



67

Figura IV.14: Regido Vidvel Az < b com Trajetéria Central no espaco R3




Capitulo V

Algoritmo de Barnes & Jensen

Apés se verificar no capitulo IV que ”caminhar” pelos pontos centrais da regido
vidvel era uma boa maneira de se evitar a fronteira, surgiu a motivagao para se
desenvolver algoritmos que caminhem sobre a trajetéria central. Esses algoritmos

sdao conhecidos como algoritmos de lrajeldria central.

O primeiro algoritmo de trajetéria central foi idealizado por Barnes
[2] a partir da seguinte idéia : o algoritmo afim escala (ver capitulo II) aproxima
os pontos gerados pelo algoritmo da fronteira da regifo vidvel, porém se ap6és uma
iteragdo do algoritmo afim escala mantivermos o custo constante e encontrarmos o
ponto central correspondente a este custo, além de se evitar a fronteira, aumenta-se
o elipsdide que serd gerado pelo algoritmo afim escala na préxima iteragao — ver

(I1.2). A figura V.1 ilustra este procedimento.

Apesar da simplicidade desse método, resta um problema : como se
deve proceder para se obter o ponto central sobre uma ”fatia” de custo constante.

Vale ressaltar ainda que esta centralizagdo pode ser muito trabalhosa.

Apesar da elegincia e simplicadade do método idealizado por Barnes,
s6 ap6s trés anos que Barnes com a colaboragio de Jensen e Chopra [2] conseguiu

mostrar que o algoritmo convergia e produzia bons resultados quando implementado.
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#g'un(n Central

.

Figura V.1: Uma iterac¢ao do algoritmo de Barnes
V.1 Centro sobre uma ”fatia” de custo constan-

te

Vamos considerar o problema dual, problema (PD). Nés j& sabemos do capitulo IV

- se¢do IV.1.4 que a diregdo de centralizagio é dada por :
he = d.

onde hg € N" e d. € R estéd dada como em (1.2) (ver lema 1.4) apés a mudanca de

escala dada no lema 1.5.

Agora, devemos encontrar uma dire¢io h, € R™ que seja a direcio
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de centralizagio mas com o custo mantido constante, ou seja, para essa direcdo

devemos ter que :

¢ Seja z € S°, o custo é dado por cf'z. Se o custo deve permanecer constante

apos a centralizagdo devemos ter que :
(x4 M) =Tz

onde Ah. é o passo resultante da busca linear na dire¢do h. e A € R, A > 0.
Entao, segue-se que :

c'h, = 0.

Assim, temos que a dire¢io de centralizagio sobre uma ”fatia” de custo constante
h. deve ser ortogonal ao custo. h. é a dire¢io no formato dual correspondente a
dire¢io no formato primal obtida pela projegao do vetor e, sobre o espago definido
por Eghc = 0, onde &, ¢ e, correspondem respectivamente a Psx Xc e Prye. A esté
definida como no problema (P) e X é a matriz de mudanga de escala como dada
em (I1.2). Gonzaga mostrou em [11] que essa dire¢io de centralizagdo sobre uma
’fatia” de custo constante é dada por :

cTd,

z_e V.1
cTd, de (V.1)

he =d, —

onde d. € R" e d. € N" estio dadas como em (I.1) e (1.2), respectivamente (ver

lema 1.4), apés a mudanga de escala dada no lema L.5.

V.2 Busca Linear na direcao de centralizagao so-
bre uma ”fatia” de custo constante

Como estamos sobre numa "fatia” de custo constante, podemos ignorar a contribuigao

do custo na fung¢édo de penalizagdo interna — ver se¢do I11.1.

A busca linear na diregéo h. serd dada pela minimizagdo unidimen-
sional da fungao p na dire¢do do passo Ah.. Logo, o passo Ak, resultante da busca

linear serd dado por :

A = argmin{p(x + Ah.) | @ 4+ A, € S°, 1 > 0}
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V.3 Algoritmo de Barnes & Jensen para o prob-
lema (PD)

Agora, podemos enunciar o algoritmo de Barnes & Jensen, que é composto de duas
partes : uma iteragdo de centralizagio sobre uma ”fatia” de custo constante seguido

de uma do algoritmo afim escala.

Algoritmo V.1 Algoritmo Barnes & Jensen : Dados 2° € 5%, e e € (0,0.5) ¢
neR, ne(0,1).

k=0;

Repita
j=0;
Repita

Célculo das Folgas : 27 = b — Ax7;

Mudanca de Escala :

e Mg o J
Z; = diag(z], 23, ...,2,)

A; = ZJ'_IA;

Diregdo: ] ] Td. l 1

e = g — —5le, €

e = dg chc( ond

de = (ATA))ee d. = —(ATA;) " Al e
Busca :
X = argmin{p(y’ + Ab) | 47 + Ah € S°, ) > 0}

Atualizacdo :

y' =yl + Ahg;
, j=3+1
Até que 6(y’,0) < €
Céalculo das Folgas : 27 € R™, 27 = b — Ay/;

Mudanca de Escala :

7 R LI G B | j
Z; = diag(z],25,...,22.)
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Aj=Z71A,

Diregao:
ha = —(A?Aj)_lc

Busca

¥ = 1}1111 {l’d > 0}, onde d = Ahy;

Novo Ponto :

g =y +Amha;
J=J+1
Atualizacio :
=y
k=k+1;

Até CONVERGIR

O pardmetron ¢ o lator heuristico utilizado pelo algoritmo afim escala

para se evitar a fronteira — ver secao I1.7.

Observe que é muito mais eficiente centralizar na primeira iteragao,
pois se o ponto inicial estiver proximo da fronteira a centralizacio afastara o ponto

da fronteira, melhorando o passo do Afim Escala.

V.4 Critérios de parada do algoritmo

Para fins de implementagao, utilizou-se os mesmos critérios de convergéncia adotados
para o algoritmo afim escala (ver se¢io 11.9), acrescido do fato de que devido a
imprecisdes numéricas pode ser que nio seja possivel de se encontrar o ponto central

sobre uma "fatia” de custo constante com a precisio € requerida.

V.5 Figuras

Observe na figura V.2 como a elipse aumenta devido & centralizagdo com custo

constante.
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=71 BARNES & JENSEN

Figura V.2: Uma iterac¢do do algoritmo de Barnes & Jensen

A figura V.3 mostra as iteracdes do algoritmo de Barnes & Jensen
até um étimo. Repare que a itera¢do Aim Iscala desse algoritmo tende a aproximar
os pontos da fronteira; porém com a centralizagdo com custo constante os pontos se
afastam da fronteira para o centro do conjunto, o que soluciona um dos principais

?problemas” do Afim Iiscala que é a proximidade a fronteira.

Nas figuras V.4 e V.5 siao mostradas as trajetérias dos algoritmos
Afim Escala com Passo Unitario e Afim Iiscala com Busca Linear junto com Barnes
& Jensen, respectivamente. Podemos através dessas figuras comparar os algoritmos
Afim Escala e Barnes & Jensen. Note como a centralizagio afasta os pontos da

fronteira, ao contririo do Afim Iscala. Observe também que o Afim Kscala com



T4

BE=] BARNES & JENSEN

Figura V.3: Iteragdes do Algoritmo de Barnes & Jensen até um étimo
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Busca atingiu um étimo em um ndmero menor de iteragoes.

AFIM ESCALA COM
PASS0 UNITARIO

5] BARNES & JENSEN

Figura V.4: Iteragdes dos Algoritmos Afim Escala com Passo Unitério ¢ Barnes &
Jensen

Nas figuras V.6 e V.7 sf0 mostradas iteragoes do Algoritmo de Barnes

& Jensen com a trajetéria central.

A figura V.8 mostra iteragdes do algoritmo de Barnes & Jensen para
uam regido ja mostrada anteriormente (ver figura 11.6). Partindo do ponto interior
inicial dado na figura, os algoritmos Afim Escala com Passo Unitéario e Busca Linear
ndo convergem, mas repare que o algoritmo de Barnes & Jensen atinge um &timo.
Isso se deve a centralizacdo que afasta os pontos gerados pelo algoritmo da fronteira.

Devido a esse resultado, na pratica para problemas grandes utiliza-se o seguinte
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E=1 AFIM ESCALA COM
BUSCA

=] BARNES & JENSEN

Figura V.5: Iteracoes dos Algoritmos Afim Escala com Busca e Barnes & Jensen
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E=1 CENTRAL
COM BARREIRA
Eu] BARNES & JENSEN

Figura V.6: Iteragdes do Algoritmo de Barnes & Jensen com a Trajetéria Central
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E=1 CENTRAL
COM BARREIRA
E=] BARNES & JENSEN

Figura V.7: Iteracoes do Algoritmo de Barnes & Jensen com a Trajetéria Central
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algoritmo :

Algoritmo V.2 Modelo de Algoritmo Afim Escala com Centralizagdo com

Custo Constante : Dado um ponto interior vidvel

Repita

Utilizar o algoritmo Afim Escala com Busca Linear;

Se o ponto gerado estiver proximo da fronteira Entio
Centraliza com Custo constante;
?

Até CONVERGIR

=571 BARNES & JENSEN

Figura V.8: Iteragdes do Algoritmo de Barnes & Jensen até um étimo



Capitulo VI

Método dos Centros

Renegar [24] foi o primeiro a conseguir um algoritmo que resolvesse o problema de
programagao linear com uma complexidade de O(y/nL) itera¢des, inferior & com-

plexidade do algoritmo de Karmarkar (O(nL) iteracdes).

A construgao feita por Renegar foi a seguinte :

e Considere o problema (PD). Agora, acrescente ao conjunto de restri¢des deste

T

problema ¢ cdpias da restricio ¢!z < K, onde K € R é uma constante e

q € R,q > n. Agora, o problema seréd dado por :

(PR) minimizar cTa

sujeito a Az < b
Tz < K

onde A, b, c e x estdo definidos como na segéo I.1. Para assegurar a existéncia

de pontos vidveis, devemos ter K > 0, onde ¥ é o custo de uma solugdo 6tima.

A fungdo de penalizacio interna associada a este problema serd dada por :
m
Ik = —qlog(K —c"z) =) log(b— Az); (VL1)
i=1
Agora, cadaiteragao do algoritmo da trajetéria é uma busca do centro analitico
do politopo definido pelo problema (PR), que é um problema ja estudado e
de geometria simples. A simplicidade deste problema de centralizagao talvez
justifique o fato deste ter sido o primeiro método de trajetéria central para
programagao linear, programacio quadritica com restri¢des e programagao

convexa.
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O método de Renegar é também conhecido como método de centros, pois
Renegar utilizou a caracterizagio de pontos centrais usada por Huard [16] no

seu método de centros para programagdo ndo-linear.

V1.1 Direcao de Centralizacao para o Méto-
do de Centros

Podemos caracterizar o ponto central também através de uma nova defini¢éo

que é equivalente a dada no capitulo IV.

Usando a fungéio [r definida no item anterior, defina o ponto central

x(I) € R™ como sendo o ponto que satisfaga :
K > %+ 2(K) = argmin{ fx(2) | z € $°, Tz < K} (V1.2)
onde 9 é o custo de uma solugdo dtima para o problema (PD).

Essa é uma boa oportunidade para se verificar porque que o centro é analitico

Te < K aumenta o

e ndo geométrico. A inclusdo de ¢ coépias da restri¢do ¢
peso dessa restrigdo na funcio fx, e produz o efeito de afastar o centro da

face correspondente a essa restri¢io; isso pode ser observado nas figuras VI.1

e VI.2.

+

Centro com 1 copia

da restrigdo

e < K

—

Figura VI.1: Politopo Az < b com centro analitico e com uma restricio cfz < K

Renegar descobriu que para ¢ > n o centro esta "bastante ”perto” da solugao

étima, ou seja, ez () < 0 + K/2.



+
Centro com qcopias
da restricao

cx < K

N\ /

Figura VI.2: Politopo Az < b com centro analitico e com ¢ cépias da restri¢io
T < K
A nossa caracterizagdo de ponto central estd bem definida, pois fx é estrita-

mente convexa e cresce indefinidamente perto da fronteira do conjunto viavel.

Agora, considerando o problema (PR), procedemos da mesma maneira para
calcular o centro do conjunto viavel que no capitulo IV, sé que agora a func¢io
de penalizagdo interna serd dada por fx e incorporamos 1 cépia da restri¢io
c'z < K a matriz A do problema original (observe que o peso das ¢ cépias da

restricio ¢l @ < K estéd incorporado ao problema na fungio fx).

Assim, reescrevendo o problema (PR), temos que :

minimizar ¢l

sujeitoa Az < b

A0 T _sms1 7| b
0 ebe ™t b= K

Aplicando o resultado da se¢do IV.1.4 temos que a dire¢ao de centralizacio hp

onde A € Rm+Uxn 4 —

para o método de Renegar sera dada por :

hi = de = —(AgA) " Afe (VL3)
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onde hp € R, e € R™,e = [1...1]T e A é a matriz A apbs a mudanca de

escala dada no Lema L.5.

V1.2 Atualizacao do parametro K

Resta-nos saber como faremos para atualizar o parametro K a fim de garantir

a convergéncla do algoritmo.

Renegar demonstrou em [24] que K pode ser especificado como :
Kip1 = BKy + (1 — B)cFat

onde o subindice k denota a k-ésima iteragio do algoritmo e 3 € (0,1).

O uso de f muito préximo de 1 produz passos curtos, baixa complexidade
e pouca cficiéncia na pratica. Valores de f pequenos produzem passos lon-
gos e algoritmos eficientes, mas com complexidade de O(nL) iteragdes — ver

Gonzaga [13].

VI.3 Algoritmo de Renegar
Agora, podemos enunciar o algoritmo de Renegar.

Algoritmo VI.1 Algoritmo Renegar : Dados 2° € S% ¢ € (0,0.5),5 €
(0,1),7 € (0,0.5).

k=0

Ky =Tz 4 ~;

Repita
Y’ =k
j=0
Repita

Célculo das Folgas : 2/ = b — Ay/;

Mudanga de Escala :

/~1] = ZT]/‘, Z7 = diag(g‘{, “es ,ZJm+1);

Diregéo:
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hr = —(ATA) ' ATe (ver segio VI.1);
Busca :
X = argmin{fx, (% + Ahr) | ¥' + Mhp € S° A > 0};

Novo ponto : ' .
y1+1 =y + j\hR;
: J=J+1
Até que (6(y?,0) < ¢)

Atualizagéo :

Ky = BIK+ (1 = )=k
Até CONVERGIR

VI.4 Critérios de parada do algoritmo

Os critérios de parada utilizados para o algoritmo de Renegar, foram:

1. o ndmero de iterac¢oes do algoritmo;

2. parar quando se encontrar 2 tal que ¢fz < 2L, na pratica em vez de 2%

toma-se um ntimero ¢ tal que p seja da ordem de 1078,

V1.5 Figuras

As figuras V1.3, V1.4 e VI.5 mostram a primeira, segunda e terceira iteragdo do
algoritmo de Renegar, respectivamente, juntamente com a trajetdria central e
curvas de nivel. O mesmo é feito para as figuras V1.6, VI.7T e VL.8 para uma

regidao diferente.
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Figura V1.3: Primeira itera¢do do Algoritmo de Renegar
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Traj etoria
Central

Figura V1.4: Segunda Iteragdo do Algoritmo de Renegar
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ra [teracdo do Algoritmo de Renegar

Figura VI.5: Tercei
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Figura VI.6: Primeira iteragio do Algoritmo de Renegar
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Figura VI.7: Segunda Iteragio do Algoritmo de Renegar
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Trajetoria Central

Figura VI.8: Terceira Iteragido do Algoritmo de Renegar




Capitulo VII

Trajetoria Central

No capitulo IV j& haviamos mencionado a utilidade e as propriedades de pontos
centrais, e nos capitulos seguintes estudamos dois métodos que ”seguiam” a traje-
téria central, porém sem utilizar a fungéo de penalizagio interna. Megiddo [22] foi
o primeiro a estudar a trajetéria central e utilizou a func¢io penalizada, portanto,

vamos definir formalmente a trajetéria central a partir de (IV.6) :

Defini¢do VII.1 Trajetdria Central

Considere o problema (P) ¢ a fungio penalizada f,. A trajetéria

central € dada pela curva a € R4 — z(a) € 5°.

O nosso objetivo é obter um algoritmo que ”siga” essa trajetéria. Seja
p € (w™,wt) — z(p) uma parametrizagio da trajetéria central, com wt > w~,
w™ possivelmente infinito. Todos os algoritmos de trajetéria seguirdo o seguinte

modelo :

Algoritmo VIL.1 Modelo de Algoritmo de Trajetéria Central : Dados z° €
5%, e po € (w™,wt), com z° = z(po).
k= 0;
Repita
Escolha pry1 > pr;

Chame um algoritmo interno de minimizagao para encontrar

M = z(pry1);
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Até CONVERGIR

No caso da funcdo penalizada, utilizando a parametriza¢io definida

na equagao IV.9, escolhemos a1 de modo que :

apy1 = (1 + p)ay (VIL1)
onde p é uma constante positiva.

Noés ja temos um algoritmo para encontrar o ponto ”aproximada-
mente central”, que é o algoritmo dado no capitulo IV. Portanto, o nosso algoritmo

implementével serd dado por :

Algoritmo VIL2 Algoritmo de Trajetéria Central : Dados z° € S°, ¢ €
(0,0.5), ag € (0,0.5) 6(zo,0) < €, p € Ry, L > 0.
k=0
Repita
Escolha apy1 = (1 + p)ag;

Chame um algoritmo interno de centralizag¢io para encontrar

{IEk+1 € 5'0 I 5($k+1,ak+1) < 6}

k=k+1;

Até que (ay > 2F)

VII.1 Direcao de Centralizagao para o prob-
lema (PD)

Recordando do capitulo IT1, a funcéo de penalizag¢do interna para o problema (PD)

é dada por :
fa(z) = actz + p(z).

Do capitulo VII sabemos que para resolver o problema de central-
izagdo, basta aplicarmos o algoritmo de Newton-Raphson a fun¢do de penalizagéo,

ou seja, a dire¢do de centraliza¢io hy para a trajetdria ceniral é dada pela diregio
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de Newton-Raphson para um problema no formato dual, apés a mudanga de escala

dada no Lema 1.5 — ver (IV.10). Logo :
hr = hn(z, @) = —ad, + d.. (VIL2)

onde d, e d. estdo definidas como em (I.1) e (1.2), respectivamente, apds a mudanga

de escala como dada no Lema 1.5.

Observe que a tunica diferenga em relagdo a diregdo de centralizacdo

com custo constante hg € a presenga da contribuicdo do custo, j& que agora a #£ 0.

VII.2 Escolha da atualizagao do parametro «

De acordo com a escolha de p em (VIL.1), obtemos diferentes comportamentos para
o parametro o. Tomando-se ¢ = 0.1/4/n obtem-se um algoritmo de trajetsria central
de passos curtos. Esse foi o primeiro algoritmo de trajetdria central para a fungdo
penalizada (a descricao de convergéncia desse algoritmo com uma complexidade de
O(n®L) operagdes aritméticas é encontrada em Gonzaga [9]). Mais ainda poderfamos
aumentar ainda mais o parametro o e assim mesmo garantir a convergéncia do
método. Gonzaga mostrou em [12] que tomando-se p > 0.1/4/n, obtem-se um
algoritmo de trajetéria central para a funcgdo penalizada que converge em O(unlL)
iteragdes do algoritmo de penalizagio interna (que é o afim escala aplicado & f).

Denominou-se a esse algoritmo de trajetdria central de passos longos.

VII.3 Algoritmo de Trajetéria Central para o
problema (PD)

Algoritmo VII.3 Algoritmo de Trajetéria Central : Dados z° € S° ¢ €
(0,0.5), o € (0,0.5), tal que 8(zo, ) < €, p € Ry, L > 0.

k=0;

Repita
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Penalidade : @ = Yoz, em geral, utilizamos v tal que v = (1 + p);
Repita

Célculo das Folgas : 27 = b— Ay’;
Mudanca de Escala :

: kE _k k
Zr = diag(27, 25, - - -, 2p)

Ay = Zk_lA;
Dire¢do : hy = —ad, + d., onde :

d. = —(ATAp) e

de = —(AF A1 ATe;
Proximidade : Calcule § = §(y7, &) — ver defini¢do IV.4
Busca : resolver aproximadamente
X = argmin{ f(y’ + Abr) | v* + M € SO A >0}, A e Ry

Novo ponto :
Yt =yl + M

_ i=i+5

Até que d < e
Atualizagéo : .
gt =y
Qpy1 = @

Até que (o > 20)

Os Critérios de Parada sio os mesmos utilizados para o método dos

centros (ver capi tulo VI - Secdo VI.4).

VIIi.4 Observacao

Para a visualizagio grafica da trajetéria central, deve-se utilizar o algoritmo VIL.3

com passos curtos. Utilizando-se o algoritmo VII.3 com passos longos, é possivel de



95

se visualizar o comportamento do algoritmo a cada iteragio, mas os pontos gerados

pelo algoritmo ndo sio suficientes para visualizar a trajetéria central (consulte o

capitulo VIII para maiores detalhes).

VIIL.5 Figuras

Figura VIL.1: Primeira Iteragdo do algoritmo de Centralizagio

A figura VIL1 mostra uma iteragao do algoritmo de Centralizagio a partir de um
ponto interior inicial. Observe que o algoritmo de Centralizagdo ndo comega de um

ponto inicial, mas do centro analitico do conjunto vidvel a uma distancia § — ver

definicio IV 4.
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E—=1 CENTRAL
COM BARREIRA

Trajeroria Central

Gamma = §

Distancia ao Centro = 1

Figura VII.2: Iteracdes do Algoritmo de Centralizacio para v =5

As figuras VIL.2 e VII.3 mostram iteracdes do algoritmo de Central-
izacao para diferentes valores de 4. Observe que na figura VIL3 que cada iteragéo
do algoritmo vale por duas iteracdes da figura VIL.2, o que ja era esperado pois o

valor de atualizacdo do parametro a, v, foi elevado ao quadrado.

As figuras VIL.4 e VIL.5 mostram o mesmo que para as figuras VIL2

e VII.3, respectivamente, s6 que ampliadas com um zoom perto de um étimo.

As figuras VIL.6, VIL.7 e VII.8 mostram o que acontece com o al-
goritmo de Centralizac¢io se variarmos a distancia ao centro de um valor com boa
precisio (6 = 0.01) até um valor de pouca precisdo (6§ = 5), ou seja, tomando-se

pontos préximos a trajetdria central até pontos afastados da trajetoria central.
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Trajetoria Central

Gamma = 25

Distancia ao Centro = 1

== CENTRAL
COM BARREIRA

As linhas pontilhadas
representam os passas
intermediarios ate a

centralizacae

Figura VIL.3: Itera¢bes do Algoritmo de Centralizagdo para v = 25

As figuras VIL9, VIL.10 e VIL.11 mostram o mesmo que as figuras

VIL.6, VIL.7 e VIL.8, respectivamente, sé6 que agora ampliadas de um zoom e perto

do 6timo.
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cTx = cte

Gamma = §

Distancia ao Centro =1

ZOOM

=1 CENTRAL
COM BARREIRA

Figura VIL.4: Iteragdes do Algoritmo de Centralizagio para ¥ = 5 com Zoom



99

== CENTRAL
COM BARREIRA

Gamma = 25
c¢Tx = cte Distancia ao Centro = 1
ZOOM

Figura VILS: Iteragbes do Algoritmo de Centralizagio para v = 25 com Zoom
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E==1 CENTRAL
COM BARREIRA

Figura VIL6: Iteragdes do Algoritmo de Centralizagdo para ¢ = 0.01
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== CENTRAL
COM BARREIRA

Figura VIL.7: IteragGes do Algoritmo de Centralizacdo para 6 =1
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[==1 CENTRAL
COM BARREIRA

Figura VIL8: Iteragdes do Algoritmo de Centralizacio para § =5
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== CENTRAL
COM BARREIRA

Figura VIL9: Iteragdes do Algoritmo de Centralizacio para § = 0.01 com Zoom
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S == CENTRAL

COM BARREIRA

Figura VII.10: Iteragbes do Algoritmo de Centralizacio para § = 1 com Zoom
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E==] CENTRAL
COM BARREIRA

Figura VII.11: Iteragdes do Algoritmo de Centralizacio para 6 = 5 com Zoom



Capitulo VIII

Implementacao

Os algoritmos de pontos interiores sdo facilmente implementéaveis devido & sua
simplicidade e eficiéncia. Entretanto, quando da implementagio surgem vérios
fatores que n&o sio levados em conta quando da anélise tedrica dos algoritmos.
O maior "problema” do ponto de vista de implementagio dos algoritmos estd
na inversdo de matrizes, ji que todos os algoritmos utilizam uma projecado
para obter uma diregéo ao longo da qual a fungdo objetivo (no caso, a fungéo

custo) serd minimizada (ver capitulo I — se¢io 1.2).

Para a visualizagdo gréafica, pode-se utilizar qualquer método numérico de
inversdo de matrizes ja que a dimenséo dos problemas é pequena (s6 analisamos

problemas no %% e £3 e com um ntimero pequeno de restrigdes - da ordem de

60).

Para se garantir uma methor preciséo numérica dos algoritmos, todos os prob-
lemas foram normalizados, tomando-se como norma a norma euclidiana no
§Rn

Todos os aspectos de implementagio citados nos parigrafos anteriores sao
referentes a implementacgéio numérica dos algoritmos de pontos interiores. Nas
secOes subseqiientes descreveremos a implementacdo referente & visualizacio

grafica.
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VIII.1 Curvas de Nivel da Fungao Barreira

No capitulo IV - se¢éo IV.2 apresentamos um algoritmo para se visualizar
as curvas de nivel da fungio barreira. Do ponto de vista gréafico, para que
o algoritmo fique mais eficiente é necessdrio uma modificagdo naquele algo-
ritmo. Observe que no algoritmo anterior est4vamos procurando pontos z € S
tal que :

p(a) = k, onde k é uma constante

mas como p(z) = Y7, log[b — Az};, temos que :
p(z) = log([][b — Ax]:)
=1
logo :
log(J][6 — Az];) = &k
=1

e entao :
m

116 — Az); = €*
=1
mas como k é constante, e também é constante.

Assim, em vez de se utilizar a fungdo barreira logar{tmica p, utiliza-se a funcao

multiplicativa 6(-) dada por :
z €S+ 0(z) = [][b— Az)..
i=1

Para se desenhar as curvas de nivel, utilizou-se 0 método de Bezier.Para tal,
é necessario que se escolham pontos de controle. Escolhemos os pontos de
controle de modo que a curva obtida fosse continua de primeira ordem. O

procedimento adotado foi o seguinte :

1. a cada quatro pontos da curva pY, p!, p?, p®, obtenha a reta paralela ao
segmento de reta p°p? que passe por pl; e a reta paralela ao segmento de

reta p'p3 que passe por p?;

2. em seguida, obtenha o ponto de intersegdo entre as duas retas paralelas
descritas no item anterior. O ponto resultante € o ponto de controle para

a curva de Bezier.
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O ponto de controle obtido pelo procedimento acima, ir4 gerar o segmento de
>, 1 2 b : 4 ~ . .
curva entre os pontos p' e p?; o procedimento acima é entdo repetido para
todos os pontos da curva até que a curva fique fechada. O procedimento
descrito acima garante a continuidade de primeira ordem, pois os lados dos
dois tridngulos (gerados por p!, ponto de controle e p?) adjacentes a0 mesmo

ponto estdo numa mesma linha.

VIII.2 Curvas de Nivel para o método de
Renegar

O procedimento a ser adotado é o mesmo que no item anterior sé6 que agora a
funcdo 4(-) é dada por :
m-+1 B _
€80 cle < K 0(x) = (K —cTz)1(J] [6— Az]:)
=1
onde K,q estéio definidos como em (VI.1) e A e ¢ estdo definidos como no

problema (PR) — ver se¢io VI.1.

VIII1.3 Trajetéria Central

Para se visualizar a trajetéria central, utilizou-se também o método de Bezier.
Para se obter os pontos de controle, utilizou-se o fato de que a direcio gerada
pelo algoritmo afim-escala é tangente & trajetdria central; esse fato estd demon-
strado em [22]. Assim, adotamos o seguinte procedimento para a geragao dos

pontos de controle :

1. a cada dois pontos p%ep' da curva, obtenha a reta que passe por p® na
direcio gerada pelo algoritmo afim escala a partiv de p%; e a reta que

passe por p' na direcio gerada pelo algoritmo afim escala a partir de p;

2. obtenha o ponto de interse¢io entre as duas retas mencionadas no item
anterior. O ponto resultante serd o ponto de controle para o "segmento”

de curva que passe por p° e pl.
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A continuidade de primeira ordem é garantida do mesmo modo que na se¢éo
VIII.1, ou seja, os poligonos gerados pelos pontos de controle sdo tridngulos e

os poligonos adjacentes gerados possuem um vértice em comum.

VIII1.4 Elipses

As elipses foram geradas também através do método de Bezier, com pontos de
controle gerados pelo mesmo procedimento adotado para as curvas de nivel da

funcio barreira — ver secdo VIII.1.

VIII.5 Programa Interativo

O programa interativo que resultou da implementagio dos algoritmos de pon-
tos interiores, permite ao usudrio visualizar qualquer um dos algoritmos es-
tudados do capitulo 11 ao capitulo VII. A regiao viavel pode ser pré-definida
com os valores da matriz A, dos vetores b e ¢, e com um ponto inicial viavel
2% pode-se também desenhar a regifio vidvel e variar o ponto inicial vidvel z°

e o vetor custo c.

Os algoritmos dos capitulos II, Il e V podem ser visualizados a cada iteragio;
enquanto que o algoritmo de trajetéria central pode ser visualizado com a

trajetéria central ou com os passos (curtos ou longos).

Toda a implementacdo computacional foi feita na linguagem C.



Capitulo IX

Conclusao

Conseguimos implementar todos os algoritmos para problemas com diferentes

regides vidveis e visualizar todos os algoritmos para problemas no 2.

Todos os resultados tedricos testados foram os esperados quando da visual-

izagdo grafica. Apesar de trabalharmos com problemas de dimensdes peque-

nas, podemos observar utilizando o programa interativo, que a medida que o
’ . o~ . . s

numero de restrigdes aumenta os algoritmos de trajetéria central convergem

mais rapidamente para um étimo.

Para problemas no %3 sé analisamos o caso de uma regido pré-definida bem
simples e somente para a trajetéria central. Sugerimos que para implementa-
¢Oes posteriores sejam analisadas regioes no R3 para todos os algoritmos que
foram estudadas nessa tese, possivelmente usando técnicas de sombreamento
para a trajetoria central. Ksse seria um estudo muito importante, pois no
espago tridimensional poderia-se visualizar alguns casos patolégicos que ndo

ocorrem no R2.
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